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Аннотация. В этом обзоре показано как теоремы о неяв-
ной и обратной функции работают в теории многогранников, а
именно — как их используют для вывода классических и новых
теорем о многогранниках, таких как существование, единствен-
ность и жёсткость выпуклого многогранника с данной развёрт-
кой, построение изгибаемых многогранников, существование и
единственность выпуклого многогранника с данными площадями
и направлениями граней, обобщение последних теорем на невы-
пуклые многогранники, продолжение бесконечно малых изгиба-
ний многогранников в «настоящие изгибания», замощение про-
странства многогранниками и т. п.

MSC (2000): 52C25, 52B10, 52B11, 26B10
Ключевые слова: выпуклый многогранник, изгибаемый мно-

гогранник, теорема об обратной функции.

∗Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фунда-
ментальных исследований (код проекта 03–01–00104) и Программы поддерж-
ки ведущих научных школ Российской Федерации (грант НШ 311.2003.1).

1



1 Введение

Каждый математик знает теорему об обратной функции как ми-
нимум в следующей наивной формулировке:

Пусть x = x(u, v), y = y(u, v) — две вещественно значные
функции двух вещественных переменных, якобиан
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которых в точке (u0, v0) не равен нулю, и x0 = x(u0, v0), y0 =
y(u0, v0). Тогда в некторой окрестности точки (x0, y0) можно
найти обратное отображение

{
u = u(x, y),
v = v(x, y),

{
u0 = u(x0, y0),
v0 = v(x0, y0).

Более строго об обратной (или, чуть более общо́, — неявной)
функции можно рассказать так.

Неявная функция f : U → Y , заданная уравнением F (x, y) =
z0, где F : X × Y → Z — некоторое отображение множеств X, Y
и Z, U ⊂ X, x ∈ X, y ∈ Y , z0 ∈ Z, это такая функция f , что при
любом x ∈ U имеет место равенство F (x, f(x)) = z0.

Теоремы о неявной функции описывают свойства решений урав-
нения F (x, y) = z0.

Простейшая теорема о неявной функции традиционно вхо-
дит в университетский курс математического анализа: без неё не
обойтись ни при построении теории условного экстремума функ-
ций многих переменных (см., напр., [18] или [144]), ни в диффе-
ренциальной геометрии (см., напр., [43] или [49]). Приведём одну
из таких формулировок из учебника В.А.Зорича [144].

Теорема 1.1 Пусть X, Y , Z — нормированные пространства,
причём Y — полное пространство; W = {(x, y) ∈ X×Y ||x−x0 <
α ∧ |y − y0| < β} — окрестность точки (x0, y0) в произведении
X × Y пространств X, Y .

Если отображение F : W → Z удовлетворяет условиям
1. F (x0, y0) = 0;
2. F (x, y) непрерывно в точке (x0, y0);
3. F ′y(x, y) определено в W и непрерывно в (x0, y0);
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4. F ′y(x0, y0) обратимый опреатор (то есть обратный опера-
тор существует и непрерывен);
то найдутся окрестность U = U(x0) точки x0 в X, окрест-
ность V = V (y) точки y0 в Y и отображение f : U → V такие,
что

1′. U × V ⊂W ;
2′. (F (x, y) = 0 в U×V ) ⇐⇒ (y = f(x), где x ∈ U, а f(x) ∈ V );
3′. y0 = f(x0);
4′. f непрерывно в точке x0.

Здесь F ′y(x0, y0) — производная Фреше (или сильная произ-
водная) отображения F : W ⊂ X × Y → Z в точке (x0, y0) по
переменной y, то есть такое линейное непрерывное отображение
L : Y → Z, что

F (x0, y)− F (x0, y0) = L(y − y0) + o(x0, y − y0),

где o(x0, y − y0) есть некоторое отображение, обладающее тем
свойством, что

lim
y→y0

|o(x0, y − y0)|Z
|y − y0|Y = 0.

Студентам обычно сообщают и другие варианты теоремы о
неявной функции. Например, если в дополнение к условиям тео-
ремы 1.1 известно, что отображение F : W → Z непрерывно
дифференцируемо в некоторой окрестности точки (x0, y0), то
определяемая уравнением F (x, y) = 0 функция y = f(x) будет
непрерывно дифференцируемой в некоторой окрестности точки
x0.

Имеется обширная специальная литература, посвящённая обоб-
щениям теоремы 1.1 в самых различных направлениях. Дело в
том, что в каких-то задачах необходимо изучать отображения не
банаховых, а более общих пространств, в каких-то нужно заме-
нить производную Фреше производной Гато, ослабить требования
непрерывности отображения или невырожденности его производ-
ной, а в каких-то совершенно необходимо контролировать разме-
ры окрестности U , где определена неявная функция [29], [61]. На-
конец, известны далёкие обобщения теоремы о неявной функции
для дифференциальных операторов, полученные Дж. Нэшем [59].

Настоящая работа не претендует на то, чтобы охватить всё
это разнообразие. Мы намерены рассказать как теоремы о неяв-
ной и обратной функции работают в теории многогранников. По
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ходу изложения мы будем формулировать, а иногда и доказы-
вать необходимые нам разновидности теоремы об обратной или
неявной функции, выходящие за рамки стандартного универси-
тетского курса. Однако в основном наше внимание будет сосре-
доточено на использовании этих теорем для вывода классиче-
ских и новых теорем о многогранниках таких как существование,
единственность и жёсткость выпуклого многогранника с данной
развёрткой, построение изгибаемых многогранников, существова-
ние и единственность выпуклого многогранника с данными пло-
щадями и направлениями граней, обобщение последних теорем
на невыпуклые многогранники, продолжение бесконечно малых
изгибаний многогранников в «настоящие изгибания», замощение
пространства многогранниками и т. п.

Настоящая работа адресована как специалистам по геометрии
и анализу, так и студентам желающим специализироваться в этих
областях. Автор надеется, что первые найдут в ней новые идеи и
методы, а вторым она сможет послужить введением в предмет.

2 Теорема о неявной функции
при вырождении якобиана

Пусть F : Rl × Rm → Rn — дифференцируемое отображение;
t, t0 ∈ Rl; X,X0 ∈ Rm и пусть F (t0, X0) = 0. Классическая тео-
рема о неявной функции даёт условия, при которых уравнение
F (t,X) = 0 определяет неявную функцию X = X(t) в некото-
рой окрестности точки (t0, X0). Главное из этих условий состоит
в том, чтобы оператор F ′X(t0, X0) был обратим.

Теорема о неявной функции имеет многочисленные приложе-
ния и обобщена в самых разных направлениях. Однако в случае,
когда оператор F ′X(t0, X0) не обратим, «общеупотребительного»
варианта этой теоремы нет в том смысле, что имеющиеся теоремы
предназначены для конкретных задач, см., напр., [40] и [85].

В настоящем параграфе мы докажем теоремы, гаратирующие
наличие (или отсутствие) неявной функции, определяемой систе-
мой алгебраических многочленов. В параграфе 11 мы применим
эти теоремы к изучению изгибаемых многогранников.

Возникающие при изучением изгибаемых многогранников отоб-
ражения F вообще не зависят от параметра t. Именно на этом
частном случае мы и сосредоточим своё внимание. Типичной си-
стемой нелинейных алгебраических уравнений, к которой приме-
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нимы наши рассуждения, может служить следующая:

F1(t, x1, x2, x3) ≡ x2
1 + x2

2 − x2
3 − 1 = 0, (1)

F2(t, x1, x2, x3) ≡ 3x1 + x2 − 3x3 + 1 = 0, (2)
F3(t, x1, x2, x3) ≡ x1 − 3x2 + x3 + 3 = 0. (3)

Параметр t в эту систему явным образом не входит. Точка
X0 = (5, 5, 7)T удовлетворяет системе (1)–(3). Определитель мат-
рицы Якоби системы (1)–(3) зануляется в точкеX0 = (x1, x,2 , x3):

detF ′X(t,X0) =

∣∣∣∣∣∣

2x1 2x2 −2x3

3 1 −3
1 −3 1

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

10 10 −14
3 1 −3
1 −3 1

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Поэтому классическая теорема о неявной функции не применима.
Тем не менее, из излагаемых ниже результатов будет следовать,
что решение X0 системы (1)–(3) не является изолированным, а
принадлежит непрерывному семейству решений X = X(t), кото-
рое и является неявной функцией, определяемой системой (1)–(3)
и точкой X0.

Достаточные условия существования
неявной функции
ПустьX = (x1, . . . , xm) ∈ Rm и пусть F (X) = (F1(X), . . . , Fn(X)),
причём каждая из функций Fk (k = 1, . . . , n) является многочле-
ном. Не умаляя общности можем считать, что степень каждого
многочлена Fk не превосходит 2.

Чтобы пояснить последнее утверждение, допустим, например,
что в системе уравнений F (X) = 0 каждый из многочленов Fk
(k = 1, . . . , n − 1) имеет степень не выше 2, а многочлен Fn име-
ет вид Fn(X) = x2

1x2 − 1. Введём новую независимую перемен-
ную xm+1 и положим X̃ = (x1, . . . , xm, xm+1). Введём новые
функции F̃n(X̃) = xm+1x2 − 1 и F̃n+1 = xm+1 − x2

1 и положим
F̃ (X̃) = (F1(X), . . . , Fn−1(X), F̃n(X̃), F̃n+1(X̃)). Очевидно, систе-
мы уравнений F (X) = 0 и F̃ (X̃) = 0 эквивалентны, но каждое
уравнение последней системы имеет степень не выше 2.

Итак, без ограничения общности будем считать, что каждый
многочлен Fk имеет степень не выше 2. В таком случае Fk может
быть записан в виде

Fk(X) =
m∑

i=1

m∑

j=1

αkijxixj +
m∑

i=1

βki xi + γk,
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где αkij , βki и γk — некоторые вещественные числа, причём αkij =
αkji.

Известно, что если система алгебраических уравнений име-
ет семейство решений, непрерывно зависящее от некоторого па-
раметра, то она имеет также семейство решений, аналитически
зависящее от (возможно другого) параметра (см., напр., [47] или
[130, лемма 18.3]). Поэтому, допустив, что система уравнений F (X) =
0 имеет непрерывное семейство решенийX = X(t) ≡ (x1(t), . . . , xm(t)),
мы можем без ограничения общности считать, что это семейство
аналитически зависит от параметра t, т. е. разлагается в сходя-
щийся ряд Мак-Лорена:

xi(t) =
∞∑

k=0

xi,kt
k, xi,k ∈ R.

Подставив этот ряд в уравнение Fk(X) = 0, будем иметь

m∑

i=1

m∑

j=1

[
αkij

( ∞∑
p=0

xi,pt
p

)( ∞∑
q=0

xi,qt
q

)]
+

m∑

i=1

βki

( ∞∑
p=0

xi,pt
p

)
+ γk = 0

или
∞∑
p=0

[ m∑

i=1

m∑

j=1

αkij

p∑
q=0

xi,qxj,p−q

]
tp +

∞∑
p=0

[ m∑

i=1

βki xi,pt
p

]
+ γk = 0.

Трактуя левую часть последнего соотношения как разложение в
ряд Мак-Лорена функции, тождественно равной нулю, заключа-
ем, что при каждом p ≥ 1 коэффициент этого разложения при tp
должен быть равен нулю; т. е. соотношение

m∑

i=1

m∑

j=1

p∑
q=0

αkijxi,qxj,p−q +
m∑

i=1

βki xi,p + γk = 0 (4)

должно быть справедливо для всех p ≥ 1 и для всех 1 ≤ k ≤ n.
Для каждого p ≥ 1 положим Xp = (x1,p, x2,p, . . . , xm,p) ∈ Rm.

Определим билинейное отображение B : Rm ×Rm → Rn по пра-
вилу: если X = (x1, . . . , xm) ∈ Rm, Y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm, то k-я
компонента вектора B(X,Y ) равна

m∑

i=1

m∑

j=1

αkijxiyj .
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Определим также линейное отображение A : Rm → Rn по прави-
лу: если X = (x1, . . . , xm) ∈ Rm, то k-я компонента вектора A(X)
равна

m∑

i=1

βki xi.

Используя эти обозначения, можем переписать формулы (4) в ви-
де

q∑
p=0

B(Xp, Xq−p) +AXq = 0.

Отсюда вытекает, что если векторы X0, X1, . . .Xq−1 уже из-
вестны, то для нахождения вектора Xq нужно решить следую-
щую систему линейных уравнений

B(X0, Xq) +B(Xq, X0) +AXq = −
q−1∑
p=1

B(Xp, Xq−p). (5)

Определим линейное отображение C : Rm → Rn формулой
CX = B(X0, X) + B(X,X0) + AX. Тогда формулу (5) можно за-
писать короче

CXq = −
q−1∑
p=1

B(Xp, Xq−p). (6)

В предшествующем изложении векторы Xp были порождены
коэффициентами Мак-Лорена xi,p семейства точных решений си-
стемы уравнений F (X) = 0. Теперь мы допустим, что в Rm нам
дан конечный набор векторов Y0, Y1, . . . , Yq. Выражение

Y (t) =
q∑
p=0

Ypt
p

будем называть приближённым порядка q решением алгебраи-
ческой системы уравнений F (X) = 0, если для каждого p =
1, 2, . . . , q коэффициент при tp в разложении функции F (Y (t))
в ряд Мак-Лорена равен нулю. Из сказанного выше видно, что
это условие эквивалентно тому, что для каждого p = 1, 2, . . . , q
справедливо соотношение

CYp = −
p−1∑

l=1

B(Yl, Yp−l).

7



Теперь мы готовы сформулировать достаточное условие суще-
ствования неявной функции, определяемой системой алгебраиче-
ских многочленов.

Теорема 2.1 Пусть
q∑
p=0

Ypt
p (7)

является приближённым порядка q решением алгебраической си-
стемы уравнений F (X) = 0. Пусть существует число k (0 ≤
k < q) такое, что для всех i = 1, 2, . . . , q и всех j = k, k+ 1, . . . , q
уравнение

CY = −B(Yi, Yj)−B(Yj , Yi)

имеет решение, лежащее в линейной оболочке векторов Yk, Yk+1,
. . .Yq. Тогда система уравнений F (X) = 0 имеет аналитическое

семейство решений X(t) =
∞∑
p=0

Xpt
p, начальный отрезок которо-

го совпадает с приближённым решением (7), т. е. такое семей-
ство, что для всех p = 0, 1, . . . , q справедливо равенство Xp = Yp.

Доказательство теоремы 2.1. Линейную оболочку векторов
Yk, Yk+1, . . . ,Yq обозначим через L.

Символом P обозначим совокупность всех неотрицательных
целых чисел p для каждого из которых существует приближённое
решение

q+p∑

l=0

Xlt
l (8)

порядка q + p системы F (X) = 0 такое, что (i) для всех l =
0, 1, . . . , q справедливо равенство Xl = Yl и (ii) для каждого l =
q + 1, q + 2, . . . , q + p вектор Xl лежит в L.

В силу условий теоремы, 0 ∈ P . Поэтому P 6= ∅. Убедимся, что
P совпадает со множеством всех неотрицательных целых чисел
N. Для этого достаточно убедиться , что если p ∈ P , то p+1 ∈ P .

Итак, пусть p ∈ P и пусть приближённое решение (8) обладает
свойствами (i) и (ii). Чтобы убедиться, что p+ 1 ∈ P , достаточно
найти вектор Xq+p+1 ∈ L, удовлетворяющий линейной алгебраи-
ческой системе уравнений

CXq+p+1 = −
q+p∑

l=1

B(Xl, Xq+p+1−l). (9)
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Согласно допущениям (i) и (ii), каждый из векторовXq+1, . . . , Xq+p

лежит в L, а значит — является линейной комбинацией векторов
Yk, Yk+1, . . ., Yq. Поэтому правая часть уравнения (9) представля-
ет собой линейную комбинацию векторов B(Yi, Yj)+B(Yj , Yi), где
1 ≤ i ≤ q и k ≤ j ≤ q. Поэтому, в соответствии с условиями тео-
ремы, система (9) имеет решение, лежащее в L. Значит, p+ 1 ∈ P
и P = N.

Таким образом, мы убедились, что система F (X) = 0 име-
ет приближённые решения любого порядка, начальный отрезок
каждого из которых совпадает с приближённым решением (7).
Осталось убедиться, что из этих приближённых решений сколь
угодно высокого порядка можно сконструировать точное решение
в форме степенного ряда, начальный отрезок которого совпадает
с (7).

Доказательство этого факта основывается на следующей ал-
гебраической теореме М. Артина (см. [19], [20] и [102]):

Теорема 2.2 Для каждой системы алгебраических уравнений
f(x, y) = 0, где f = (f1, . . . , fk), x = (x1, . . . , xm), y = (y1, . . . , yn),
существует целое число β = β(m,n, d, α), зависящее от m, n,
общей степени d полииномов f и от неотрицательного целого
α, такое что если система f(x, y) = 0 имеет некоторое прибли-
жённое порядка β решение y(x), то эта система имеет также
(точное) решение y(x), которое может быть взято в форме
сходящегося степенного ряда, у которого все начальные коэффи-
циенты до порядка α совпадают с соответствующими коэффи-
циентами многочлена y(x).

Чтобы завершить доказательство теоремы 2.1, применим тео-
рему Артина 2.2 к нашей системе F (X) = 0 следующим обра-
зом: Положим α = q и найдём число β, существование которого
гарантируется теоремой Артина. Как мы видели раньше, при-
ближённое решение (7) может быть продолжено в приближённое
решение сколь угодно высокого порядка, в том числе и в прибли-
жённое решение порядка β. После чего заключение теоремы 2.1
непосредственно следует из теоремы Артина 2.2.

Замечание.Принципиальным моментом в доказательстве тео-
ремы 2.1 (как, впрочем, и в теореме 2.2) явлется необходимость
возвращаться назад и исправлять уже найденные приближённые
решения. Неизбежность этого шага продемонстрируем следую-
щим примером, которым мы обязаны И. В. Львову.
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Пример. Пусть векторы e0, e1, . . . en−1 образуют базис в ли-
нейном пространстве L. Зададим билинейное отображение B :
L× L→ L формулой

B(ei, ej) =
{

0, если i 6= 1 или j 6= 2;
e1, если i = 1 и j = 2.

Несложная прямая проверка показывает, что для любого N ≥ 2
приближённое решение порядка N X = X0 +tX1 +. . .+tNXN , где
X0 = e0, X1 = X2 = . . . = XN−1 = e1, XN = e2, не продолжается
ни в какое приближённое решение порядка N+1, и в то же время
приближённое решение X = X0 + tX1 + . . .+ tN−1XN−1 допускает
неограниченное продолжение.

Приведём несколько примеров применения теоремы 2.1.
Пример. Пусть F : R3 → R3 задано формулами (1)–(3), а

именно пусть

F1(t, x1, x2, x3) ≡ x2
1 + x2

2 − x2
3 − 1 = 0,

F2(t, x1, x2, x3) ≡ 3x1 + x2 − 3x3 + 1 = 0,
F3(t, x1, x2, x3) ≡ x1 − 3x2 + x3 + 3 = 0,

и пусть X0 = (5, 5, 7)T. Прямые вычисления дают:

(α1
ij) =




1 0 0
0 1 0
0 0 −1


 ; (β1

i ) =




0
0
0


 ; γ1 = −1;

(α2
ij) =




0 0 0
0 0 0
0 0 0


 ; (β2

i ) =




3
1
−3


 ; γ2 = 1;

(α3
ij) =




0 0 0
0 0 0
0 0 0


 ; (β3

i ) =




1
−3
1


 ; γ3 = 3;

B(X,Y ) = (x1y1 + x2y2 − x3y3, 0, 0)T;

A =




0 0 0
3 1 −3
1 −3 1


 ; C =




10 10 −14
3 1 −3
1 −3 1


 ; detC = 0.

Решая однородную систему линейных алгебраических уравнений
CX = 0 мы видим, что вектор X1 = (4, 3, 5)T образует базис в
пространстве её решений. Прямые вычисления показывают, что

10



B(X1, X1) = (0, 0, 0)T, а значит мы можем взять Xq = 0 для всех
q ≥ 2. Это позволяет нам сослаться на теорему 2.1 при q = 2 и
k = 1 и заключить, что X0 не является изолированным решением
системы F (X) = 0.

В данном случае однопараметрическое семейство решений, ко-
нечно, может быть выписано явно:X(t) = X0+tX1. Его геометри-
ческий смысл станет очевидным, если мы заметим, что уравнение
F1(X) = 0 задаёт однополостный гиперболоид, а пара линейных
уравнений F2(X) = F3(X) = 0 задаёт его прямолинейную обра-
зующую, проходящую через точку X0.

Пример.Пусть функция f : R2 → R1 задана формулой f(x1, x2) =
x3

1 − x2
2 и пусть X0 = (0, 0)T.

Преобразуем уравнение f(X) = 0 в систему уравнений, сте-
пень каждого из которых не превосходит 2:

F1(x1, x2, x3) ≡ x1x3 − x2
2 = 0, (10)

F2(x1, x2, x3) ≡ x2
1 − x3 = 0. (11)

При этом мы получаем B(X,Y ) = ( 1
2x1y3 − x2y2 + 1

2x3y1, x1y1)T,

C =
(

0 0 0
0 0 −1

)
.

Мы не будем шаг за шагом решать соответствующие уравнения
(6), а заметим, что уравнение f(X) = 0, очевидно, имеет следу-
ющее аналитическое семейство решений x1 = t2, x2 = t3. Отсюда
непосредственно получаем X0 = X1 = X5 = X6 = . . . = (0, 0, 0)T,
X2 = (1, 0, 0)T, X3 = (0, 1, 0)T, X4 = (0, 0, 1)T. Найдём наимень-
шие q и k для которых выполняются условия теоремы 2.1.

Прямые вычисления дают:

B(X1, Xi) +B(Xi, X1) = (0, 0)T для всех i ≥ 1,
B(X2, Xi) +B(Xi, X2) = (0, 0)T для i = 3 и всех i ≥ 5,
B(X3, Xi) +B(Xi, X3) = (0, 0)T для всех i ≥ 4,
B(X4, Xi) +B(Xi, X4) = (0, 0)T для всех i ≥ 4,

B(X2, X2) = (0, 1)T,
B(X3, X3) = (−1, 0)T,

B(X2, X4) +B(X4, X2) = (1, 0)T.

Следовательно, условия теоремы 2.1 выполняются при q = k = 5,
но не выполняются ни при каких меньших значениях q и k. По-
этому на основании теоремы 2.1 мы можем утверждать, что при-
ближённое решение X0 + tX1 + t2X2 + t3X3 + t4X4 + t5X5 может
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быть продолжено в точное решение системы (10), но мы не можем
сделать такого вывода, основываясь только на приближённом ре-
шении X0 + tX1 + t2X2 + t3X3 + t4X4.

Теперь приведём пример алгебраической системы уравнений,
имеющей аналитическое семейство решений, которое не может
быть получено на основании теоремы 2.1 ни при каких значениях
q и k.

Пример. Пусть отображение F : R3 → R2 задано следующи-
ми формулами

F1(x1, x2, x3) ≡ x2
1 + x2

2 + x2
3 − 4, (12)

F2(x1, x2, x3) ≡ (x1 − 1)2 + x2
2 − 1 (13)

и пусть X0 = (2, 0, 0)T. Прямые вычисления дают:

(α1
ij) =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ; (β1

i ) =




0
0
0


 ; γ1 = −4;

(α2
ij) =




1 0 0
0 1 0
0 0 0


 ; (β2

i ) =



−2
0
0


 ; γ2 = 0;

B(X,Y ) = (x1y1 + x2y2 + x3y3, x1y1 + x2y2)T;

A =
(

0 0 0
−2 0 0

)
; C =

(
4 0 0
2 0 0

)
.

Отметим, что rankC = 1, imC = {(ξ, η) ∈ R2|ξ = 2η}, kerC =
{(u, v, w) ∈ R3|u = 0} и dim kerC = 2.

Заметим, что система (12) задаёт кривую Вивиани и допускает
следующее аналитическое по параметру семейство решений:

x1(t) = 1 + cos t,
x2(t) = sin t,
x3(t) = 2 sin(t/2),

X(t) = (x1(t), x2(t), x3(t)) =
∞∑
p=0

tpXp.

Ясно, что каждый конечный отрезок последнего ряда явля-
ется приближённым решением некоторого порядка системы (12).
Допустим, что он удовлетворяет условиям теоремы 2.1 с парамет-
рами q и k.

12



Из доказательства теоремы 2.1 следует, что при p ≥ k вектор
Xp строится как линейная комбинация решений уравнений

CX = −B(Xi, Xj)−B(Xj , Xi)

при 1 ≤ i ≤ q и k ≤ j ≤ q. Следовательно, каждый из векторов
B(X2, Xp) +B(Xp, X2) должен лежать в образе оператора C, т. е.
его первая компонента должна быть в 2 раза больше второй. Но
это условие, очевидно, не выполняется, т. к. B(X2, Y )+B(Y,X2) =
(−y1,−y1)T, а среди векторов Xp бесконечно много имеют нену-
левую первую компоненту.

Таким образом, последний пример показывает, что, вообще
говоря, условия теоремы 2.1 не являются необходимыми для су-
ществования неявной функции. Это означает, что теорему 2.1
невозможно использовать для доказательства изолированности
данного решения алгебриаческой системы уравнений. В следую-
щем разделе мы укажем несколько дополнительных условий, при
выполнении которых условия теоремы 2.1 будут не только доста-
точными, но станут и необходимыми для существования аналити-
ческого семейства решений системы алгебраических уравнений.

Небходимые условия существования
неявной функции
Простейшее необходимое условие существования непрерывного
семейства решений известно в теории изгибаний гладких поверх-
ностей по крайней мере со времени работ С. Кон-Фоссена [31].
Для алгебраических систем уравнений оно может быть сформу-
лировано так (мы используем обозначения, введённые в преды-
дущем разделе этого параграфа).

Теорема 2.3 Если система CX = 0 имеет только нулевое ре-
шение, то система алгебраических уравнений F (X) = 0 не име-
ет непостянного аналитического семейства решений, представ-
ленного в виде суммы сходящегося степенного ряда с заданным
свободным членом X0.

Доказательство будем вести от противного. Допустим, что
система алгебраических уравнений F (X) = 0 имеет непостоянное
аналитическое по параметру семейство решений, представленное
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в виде суммы сходящегося степенного ряда

X(t) =
∞∑
p=0

tpXp

и пусть q является наименьшим положительным числом, для ко-
торого Xq 6= 0. Согласно (6), вектор Xq должен удовлетворять
линейной алгебраического системе

CXq = −
q−1∑
p=1

B(Xp, Xq−p) = 0,

которая, согласно условиям теоремы, может иметь только нулевое
решение. Значит Xq = 0. Полученное противоречие завершает
доказательство теоремы 2.3.

В теории изгибаний гладких поверхностей известны и более
продвинутые необходимые условия (см., напр., [35], [45]). Соответ-
ствующий алгебраический вариант приведём в следующей теоре-
ме.

Теорема 2.4 Если система алгебраических уравнений F (X) =
0 и вектор X0 таковы, что никакое её приближённое решение
первого порядка X0 + tX1 с X1 6= 0 не может быть продолжено
в приближённое решение второго порядка, то система F (X) =
0 не имеет непостянного аналитического семейства решений,
представленного в виде суммы сходящегося степенного ряда со
свободным членом X0.

Доказательство снова будем вести от противного. Допу-
стим, что система алгебраических уравнений F (X) = 0 имеет
непостоянное аналитическое по параметру семейство решений,
представленное в виде суммы сходящегося степенного ряда

X(t) =
∞∑
p=0

tpXp

и пусть q является наименьшим положительным числом, для ко-
торого Xq 6= 0. Вектор Xq лежит в ядре оператора C, а значит,
ввиду условий теоремы, вектор B(Xq, Xq) не лежит в образе опе-
ратора C. Согласно (6), вектор X2q должен удовлетворять линей-
ной алгебраического системе уравнений

CX2q = −
2q−1∑
p=1

B(Xp, X2q−p) = −B(Xq, Xq).
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Поскольку вектор B(Xq, Xq) не лежит в образе оператора C, то
последняя система решения не имеет. Полученное противоречие
завершает доказательство теоремы 2.4.

Перейдём к обсуждению дополнительных условий, при выпол-
нении которых условия теоремы 2.1 будут не только достаточны-
ми, но станут и необходимыми для существования аналитическо-
го семейства решений системы алгебраических уравнений. По-
лученные на этом пути результаты будут в определённом смыс-
ле обобщать теоремы 2.3 и 2.4. Прежде всего изучим ситуацию,
когда в последовательности X1, X2, . . . , Xq, состоящей из коэф-
фициентов приближённых решений, мало линейно независимых
векторов.

Теорема 2.5 Пусть система алгебраических уравнений F (X) =
0 имеет аналитическое семейство решений, представленное в
виде суммы сходящегося степенного ряда

X(t) =
∞∑
p=0

tpXp,

причём векторы X3 и X4 содержатся в линейной оболочке век-
торов X1 и X2. Тогда для всех 1 ≤ i, j ≤ 2 система уравнений

CX = −B(Xi, Xj)−B(Xj , Xi)

имеет решение, лежащее в линейной оболочке векторов X1 и
X2.

Доказательство. Векторы X1, X2, X3 и X4 удовлетворяют
следующим уравнениям

CX1 = 0,
CX2 = −B(X1, X1),
CX3 = −B(X1, X2)−B(X2, X1),
CX4 = −B(X1, X3)−B(X2, X2)−B(X3, X1).

Линейную оболочку векторов X1 и X2 обозначим через L. Из
второго уравнения непосредственно получаем B(X1, X1) ∈ CL.
Поскольку X3 ∈ L, то из третьего уравнения мы также непо-
средственно получаем B(X1, X2) +B(X2, X1) ∈ CL. Наконец, по-
скольку X3 ∈ L, то найдутся числа c13 и c23 такие, что X3 = c13X1 +
c23X2. Поэтому четвёртое уравнение может быть переписано в ви-
де CX4 = −2c13B(X1, X1)−c23[B(X1, X2)+B(X2, X1)]−B(X2, X2).
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Вектор CX4 принадлежит CL согласно условиям теоремы, а век-
торы B(X1, X1) и B(X1, X2)+B(X2, X1) принадлежат CL соглас-
но доказанному ранее. Поэтому B(X2, X2) ∈ CL. Теорема 2.5 до-
казана.

Теорема 2.6 Пусть система алгебраических уравнений F (X) =
0 имеет аналитическое семейство решений, представленное в
виде суммы сходящегося степенного ряда

X(t) =
∞∑
p=0

tpXp,

причём векторы X4, X5, X6 и X7 содержатся в линейной обо-
лочке векторов X1, X2 и X3. Тогда для всех 1 ≤ i, j ≤ 3 система
уравнений

CX = −B(Xi, Xj)−B(Xj , Xi)

имеет решение, лежащее в линейной оболочке векторов X1, X2

и X3.

Доказательство. Фиксируем произвольное α ∈ R и сделаем

замену переменной t = τ+ατ2 в решенииX(t) =
∞∑
p=0

tpXp : Y (τ) ≡

X(τ + ατ2) =
∞∑
p=0

τpYp. Очевидно, Y (τ) являетсся аналитическим

семейством решений уравнения F (Y ) = 0 и поэтому при каждом
q ≥ 1 выполняется равенство

CYq = −
q−1∑
p=1

B(Yp, Yq−p). (14)

С другой стороны, векторы Yp могут быть выражены через Xi

перегруппировкой членов в выражении

∞∑
p=0

τpYp =
∞∑
p=0

(τ + ατ2)pYp.

Это даёт

Y0 = X0,

Y1 = X1; (15)
Y2 = X2 + αX1, (16)
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Y3 = X3 + 2αX2, (17)
Y4 = X4 + 3αX3 + α2X2, (18)
Y5 = X5 + 4αX4 + 3α2X3, (19)

Y6 = X6 + 5αX5 + 6α2X4 + α3X3. (20)

Согласно условиям теоремы, каждый из векторов X4, X5 и X6

принадлежит линейной оболочке векторов X1, X2 и X3, а значит
— найдутся числа cij , 1 ≤ i ≤ 3, 4 ≤ j ≤ 6 такие, что Xj =
c1jX1+c2jX2+c3jX3 для каждого 4 ≤ j ≤ 6. С учётом этих равенств
формулы (18)–(20) могут быть переписаны в виде

Y4 = (c34 + 3α)X3 + (c24 + α2)X2 + c14X1, (21)
Y5 = (c35 + 4αc34 + 3α2)X3 + (c25 + 4αc24)X2 + (c15 + 4αc14)X1, (22)
Y6 = (c36 + 5αc35 + 6α2c34 + α3)X3 + (c26 + 5αc25 + 6α2c24)X2 (23)

+ (c16 + 5αc15 + 6α2c14)X1. (24)

Линейную оболочку векторов X1, X2 и X3 обозначим через L.
При q = 2 уравнение (14) принимает вид CY2 = −B(Y1, Y1)

или, с учётом (15) и (16), CX2 + αCX1 = −B(X1, X1). Откуда
непосредственно вытекает B(X1, X1) ∈ CL.

При q = 3 уравнение (14) принимает вид CY3 = −B(Y1, Y2) −
B(Y2, Y1) или, с учетом (16) и (17), CX3+2αCX2 = −2αB(X1, X1)−
[B(X1, X2)+B(X2, X1)]. Откуда непосредственно вытекаетB(X1, X2)+
B(X2, X1) ∈ CL.

При q = 4 уравнение (14) принимает вид CY4 = −B(Y1, Y3) −
B(Y2, Y2)−B(Y3, Y1) или, с учетом (18) и (21), (c34 +3α)CX3 +(c24 +
α2)CX2 + c14CX1 = −α2B(X1, X1)− 3α[B(X1, X2) + B(X2, X1)]−
[B(X1, X3) +B(X3, X1)]−B(X2, X2). Откуда с учётом уже дока-
занного вытекает

[B(X1, X2) +B(X2, X1)] +B(X2, X2) ∈ CL. (25)

Аналогично, из уравнения (14) при q = 5 мы получаем

[B(X1, X3) +B(X3, X1)] + [B(X2, X3) +B(X3, X2)] ∈ CL, (26)

при q = 6 получаем

(c35 + 4αc34 + 3α2)[B(X1, X3) +B(X3, X1)] (27)
+(2c24 − 10α2 − 4αc34)B(X2, X2) (28)

+(c34 + 3α)[B(X2, X3) +B(X3, X2)] ∈ CL, (29)

17



наконец, при q = 7 получаем

(c14 − αc24 + 6α4 + c36 + 5αc35 + 8α2c34)[B(X1, X3) +B(X3, X1)] (30)
+(c25 + 4αc24 − 2αc35 + 8α2c34 − 6α3)B(X2, X2) (31)

+(c35 + 2αc34 + c24 + 4α2)[B(X2, X3) +B(X3, X2)] (32)
+(c34 + 3α)B(X3, X3) ∈ CL. (33)

Соотношения (25)–(30) можно рассматривать как систему ли-
нейных алгебраических уравнений относительно четырёх вектор-
ных неизвестных B(X1, X3) +B(X3, X1), B(X2, X2), B(X2, X3) +
B(X3, X2) и B(X3, X3). Правые части этих уравнений являются
некоторыми векторами U1, U2, U3, U4 из CL. Если определитель
этой системы отличен от нуля, то каждая из четырёх векторных
неизвестных окажется линейной комбинацией векторов U1, U2, U3

и U4, а значит — будет лежать в CL.
Прямые вычисления показывают, что определитель системы

(25)–(30) равен

−6α4 + 18α3 + 20α2c34 + α[2c24 + (c34)2 − c35]
+[−c14 + c25 − c24c34 − (c34)2 + 2c34c

3
5 − c36].

Этот многочлен от α не равен нулю тождественно ни при каких
значениях коэффициентов cij разложения векторов X4, X5, X6

по векторам X1, X2, X3. Поэтому, выбрав подходящее значение
α, мы можем добиться того, чтобы определитель системы, соот-
ветствующей (25)–(30) был отличен от нуля. Из этого, как было
сказано выше, следует заключение теоремы 2.6.

Один из приведённых в предыдущем разделе настоящего па-
раграфа примеров показывает, что в случае когда четыре вектора
X1,X2,X3 иX4 являются линейно независимыми, может оказать-
ся, что некоторые из векторов B(Xi, Xj) + B(Xj , Xi) не лежат в
образе оператора C, но система F (X) = 0 определяет неявную
функцию. Это означает, что прямого аналога теорем 2.5 и 2.6 не
существует уже для случая, когда четыре вектора X1, X2, X3 и
X4 являются линейно независимыми.

Это обстоятельство, безусловно затрудняет доказательство то-
го факта, что данная система уравнений F (X) = 0 не имеет ана-
литического семейства решений. Но имеются ещё и другие при-
чины, не позволяющие делать такие заключения. Одна из них
носит чисто технический характер и состоит в быстром разрас-
тании объёма вычислений: если, изучая возможность продолже-
ния приближённого решения первого порядка X0 + tX1 в при-
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ближённое решение второго порядка, мы нашли одно такое про-
должение X0 + tX1 + t2X2, то при любом X̃ ∈ ker C выражение
X0 + tX1 + t2(X2 + X̃) также будет приближённым решением вто-
рого порядка и мы вынуждены изучать вопрос о продолжении в
приближённое решение третьего порядка не для одного прибли-
жённого решения второго порядка, а для целого семейства та-
ких решений. Другая причина носит более принципиальный ха-
рактер. Допустим, мы сумели пробиться через вышеописанные
разрастающиеся вычисления и нашли число N такое, что ника-
ким способом нельзя продолжить никакое приближённое решение
первого порядка X0 + tX1, X1 ∈ ker C, X1 6= 0, хоть в какое-
нибудь приближённое решение порядка N . Означает ли это, что
система F (X) = 0 не определяет неявной функции в окрестности
точки X0? Нет! Мы должны убедиться в невозможности продол-
жения и такого X0 + t · 0 + t2X1, и такого X0 + t · 0 + t2 · 0 + t3X1 и
всех прочих приближённых решений, начинающихся с нулей, где
X1 ∈ ker C, X1 6= 0. Один из приведённых в предыдущем разде-
ле настоящего параграфа примеров показывает, что у (точного)
решения системы F (X) = 0 действительно несколько первых ко-
эффициентов Xp могут обращаться в ноль. Вместе с тем у нас
нет оценки того, сколько именно нулей может встретиться среди
начальных членов тейлоровского разложения неявной функции,
определяемой данным уравнением. Поэтому мы вынуждены про-
верять бесконечное число возможностей, происходящих от «до-
писывания нулей» в начальных членах приближённого решения.
Значит, в общем случае у нас нет конечного алгоритма, гаранти-
рующего отсутствие неявной функции.

Ниже мы покажем, что в случае dim ker C = 1 такой алго-
ритм всё-же существует. Прежде всего уточним терминологию.
По-прежнему будем считать, что нам дана алгебраическая си-
стема уравнений F (X) = 0, каждое из которых имеет степень не
выше 2, и по которой построены билинейный оператор B и линей-
ный оператор C. Допустим, что dim ker C = 1. В области опре-
деления оператора C фиксируем произвольное подпространство
T коразмерности 1 такое, что T ∩ ker C = {0}. Формальный сте-

пенной ряд X(t) =
∞∑
p=0

tpXp мы будем называть T -стандартным

формальным решением системы F (X) = 0, если выполняются
следующие условия:

1) для каждого q ≥ 1 справедливо равенство CXq = −
q−1∑
p=1

B(Xp, Xq−p);
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2) X1 6= 0;
3) Xp ∈ T для каждого p ≥ 2.
Ключевую роль в нашем подходе играет следующая

Теорема 2.7 Если система F (X) = 0 имеет (точное) непо-
стоянное решение в форме сходящегося степенного ряда X(t) =
∞∑
p=0

tpXp и dim ker C = 1, то, для любого подпространства T

коразмерности 1 такого, что T ∩ ker C = {0}, система F (X) =
0 имеет также и T -стандартное формальное решение Y (t) =
∞∑
p=0

tpYp такое, что Y0 = X0.

Чтобы не прерывать изложения, доказательство этой теоремы
будет приведено в конце настоящего параграфа.

Коэффициенты Yp T -стандартного формального решения си-
стемы F (X) = 0 находятся последовательно как решения линей-

ных систем алгебраических уравнений CYp = −
p−1∑
l=1

B(Yl, Yp−l).

При этом если решение имеется, то оно единственно ввиду тре-
бования Yp ∈ T (а значит, не происходит разрастания объёма вы-
числений). Если же при некотором p решение Yp не существует,
то не существует и T -стандартного формального решения систе-
мы F (X) = 0. В силу теоремы 2.7 это означает, что у системы
F (X) = 0 не существует и (точного) непостоянного решения в
форме сходящегося степенного ряда (с любым количеством ну-
левых начальных коэффициентов). Таким образом мы получили
алгоритм, который в некоторых случаях после конечного числа
шагов гарантирует нам отсутствие неявной функции, определяе-
мой системой F (X) = 0 в окрестности точки X0. Приведём про-
стейший пример работы предложенного алгоритма.

Пример. Пусть отображение F : R3 → R3 задано следующи-
ми формулами

F1(x1, x2, x3) ≡ x2
1 + x2

2 + x2
3 − 4,

F2(x1, x2, x3) ≡ (x1 − 3)2 + x2
2 − 1,

F3(x1, x2, x3) ≡ x2,

и пусть X0 = (2, 0, 0)T. Ясно, что уравнение F1 = 0 определяет
сферу в R3, а уравнение F2 = 0 определяет цилиндр, имеющий со
сферой лишь одну общую точку X0. Поэтому система уравнений
F (X) = 0 неявной функции не определяет. Покажем как можно
прийти к этому же выводу опираясь на теорему 2.7.
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Прямые вычисления дают:

(α1
ij) =




1 0 0
0 1 0
0 0 1


 ; (β1

i ) =




0
0
0


 ; γ1 = −4;

(α2
ij) =




1 0 0
0 1 0
0 0 0


 ; (β2

i ) =



−6
0
0


 ; γ2 = −1;

(α3
ij) =




0 0 0
0 0 0
0 0 0


 ; (β3

i ) =




0
1
0


 ; γ3 = 0;

B(X,Y ) = (x1y1 + x2y2 + x3y3, x1y1 + x2y2, 0)T;

A =




0 0 0
−6 0 0
0 1 0


 ; C =




4 0 0
−2 0 0
0 1 0


 .

Отметим, что rankC = 2, imC = {(ξ, η, ζ) ∈ R3|ξ = 2η},
kerC = {(u, v, w) ∈ R3|u = v = 0}, dim kerC = 1, X1 = (0, 0, 1) и
B(X1, X1) = (1, 0, 0)T /∈ im C.

Последнее означает, что приближённое решение X0 + tX1 не
может быть продолжено в приближённое решение второго поряд-
ка. Значит не существует и T -стандартного формального решения
системы F (X) = 0. В силу теоремы 2.7 это означает, что система
F (X) = 0 не определяет неявной функции в окрестности точки
X0.

Доказательство теоремы 2.7. Обозначим через N наимень-
ший положительный номер p для которого Xp 6= 0 и через q —
наибольшее число при котором (точное) непостоянное решение
системы F (X) = 0, данное нам согласно условиям теоремы в

форме сходящегося степенного ряда X(t) =
∞∑
p=0

tpXp, обладает

свойствами (i) Xp = 0 для всех 0 < p ≤ q, p 6= 0 (mod N) и (ii)
Xp ∈ T для всех 0 < p ≤ q, p 6= N , p = 0 (mod N).

Убедимся, что можно сделать полиномиальную замену пере-
менной t = t(τ) так, что новое (точное) непостоянное решение
X̃(τ) ≡ X(t(τ)) системы F (X) = 0, данное нам в форме сходяще-

гося степенного ряда X̃(τ) =
∞∑
p=0

τpX̃p, обладает свойствами (i) и

(ii) для числа q + 1 и, является таким, что X̃0 = X0, X̃N = XN .
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Другими словами, мы собираемся убедиться, что заменами пе-
ременной t можно последовательно занулять коэффициенты Xp с
номерами, не кратными N и превращать их в векторы, лежащие
в T , если p кратно N , не изменяя при этом X0 и XN и получая
после такого преобразования опять (точное) непостоянное реше-
ние в форме сходящегося степенного ряда. Совершив бесконечно
много таких полиномиальных замен переменной t, и не следя за
радиусами сходимости получающихся по ходу дела рядов, мы по-

лучим формальный степенной ряд Z(τ) =
∞∑
p=0

τpZp коэффициен-

ты которого Zp, p = 0, 1, . . ., обладают следующими свойствами:
(a) Z0 = X0;
(b) Zp = 0 для всех p 6= 0(mod N);
(c) ZN = XN 6= 0;
(d) Zp ∈ T для всех p > 0, p = 0(mod N);

(e) для каждого q ≥ 1 справедливо равенство CZq = −
q−1∑
p=1

B(Zp, Zq−p).

Наконец, сделав в формальном степенном ряде Z(τ) замену
переменной t = τN , мы получим T -стандартное формальное ре-
шение Y (t), существование которого и утверждает теорема 2.7.

Итак, для завершения доказательства теоремы 2.7 нам необ-
ходимо обосновать возможность описанного выше перехода от ре-
шения X(t), обладающего свойствами (i) и (ii) для q к решению
X̃(τ) обладающего свойствами (i) и (ii) для q + 1 и такого, что
X̃0 = X0, X̃N = XN .

Пусть q = iN + j, где 0 ≤ j ≤ N − 1. Сделаем замену пе-
ременной t = τ + ατ q+1−N (здесь τ — новая переменная, а α —
постоянная, значение которой будет уточнено ниже):

X̃(τ) = X(τ + ατ q+1−N )
= X0 + (τ + ατ q+1−N )NXN + (τ + ατ q+1−N )2NX2N + · · ·
+(τ + ατ q+1−N )iNXiN + (τ + ατ q+1−N )iN+jXiN+j + · · ·
= X0 + τNXN + τ2NX2N + · · ·+ τ iNXiN + τ q(Xq +NαXN ) + · · · .

Сначала рассмотрим случай, когда 0 < j ≤ N −1. Как извест-
но, вектор Xq находится из системы линейных алгебраических
уравнений

CXq = −
iN+j∑
r=1

B(Xr, XiN+j−r). (34)

Если r = 0(mod N), то iN + j − r = j(mod N) и, в частности,
iN + j − r 6= 0(mod N). Значит, при любом 1 ≤ r ≤ iN + j − 1
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хотя бы один из двух векторов Xr, XiN+j−r равен нулю. Поэтому
правая часть равенства (34) равна нулю и Xq ∈ kerC. С другой
стороны, XN ∈ kerC и dim kerC = 1. Значит векторы Xq и XN

пропорциональны. А поскольку XN 6= 0, то найдётся число α
такое, что Xq+αNXN = 0. При таком выборе α (точное) решение
X̃(τ) = X(τ + ατ q+1−N ) и будет обладаать свойствами (i) и (ii)
для числа q+1 и для него будут справедливы равенства X̃0 = X0

и X̃N = XN .
Теперь рассмотрим случай, когда j = 0. В этом случае, если

r = sN (0 ≤ s ≤ i), то iN + j − r = (i − s)N . Значит, уравнение
(34) может быть переписано в виде

CXq = −
i∑

s=1

B(XsN , X(i−s)N ).

Правая часть последнего выражения, вообще говоря, не равна
нулю. Поэтому Xq, вообще говоря, не лежит в kerC. Но пользу-
ясь тем, что линейная оболочка подпространств T и kerC сов-
падает со всем пространством, мы можем найти такое α, что
Xq + αNXN ∈ T . При таком выборе α (точное) решение X̃(τ) =
X(τ + ατ q+1−N ) и будет обладаать свойствами (i) и (ii) для чис-
ла q + 1 и для него будут справедливы равенства X̃0 = X0 и
X̃N = XN .

Тем самым доказана возможность перехода от X(t) к X̃(τ) с
соблюдением свойств (i), (ii) и равенств X̃0 = X0, X̃N = XN . Это
и завершает доказательство теоремы 2.7.

3 Нелокальные теоремы
об обратной функции

В приведённой в параграфе 1 локальной версии теоремы о неяв-
ной функции 1.1 наличие неявной функции гарантируется «в неко-
торой окрестности» рассматриваемой точки. Вообще говоря, эта
окрестность может быть неконтролируемо малой. Однако, в кото-
рых задачах необходимо быть уверенным, что эта окрестность до-
статочно велика. В настоящем параграфе мы приведём несколько
соответствующих теорем об обратной функции.

Начнём с одной теоремы, хорошо известной из работ Ж. Ада-
мара [52], П. Леви [95], Ф. Джона [57] и др. см., напр., [28], [92],
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прежде чем сформулировать которую введём следующие обозна-
чения.

Если B и b — банаховы пространства, а отображение f : B →
b является локальным гомеоморфизмом, то нижнее растяжение
[57] отображения f в точке X ∈ B обозначим через

D−Xf = lim inf
Y→X

|f(Y )− f(X)|
|Y −X| ,

где lim inf и |·|— символы нижнего предела и нормы соответствен-
но. Отметим, что если f дифференцируемо в точке X и диффе-
ренциал f ′(X) обратим, то, очевидно, D−Xf = ‖f ′(X)−1‖−1, где
‖ · ‖ — операторная норма линейного отображения. Кроме того,
для неотрицательных вещественных чисел определим невозрас-
тающую функцию M , задав её равенством

M(t) = inf
|X|≤t
X∈B

D−Xf.

Теорема 3.1 Пусть B и b — банаховы пространства, а отобра-
жение f : B → b является локальным гомеоморфизмом, причём

+∞∫

0

M(t) dt = +∞.

Тогда f взаимно однозначно отображает B на всё пространство
b.

Отметим, что условия теоремы 3.1 в определённом смысле
неулучшаемы. А именно, в работе Ф. Джона [57, с. 92] для любой

функции m такой, что
+∞∫
0

m(t) dt < +∞, построено непрерывно

дифференцируемое отображение f : R2 → R2 со свойствами:
(а) f сюръективно, но не инъективно;
(б) для всех u ∈ R2 строки матрицы f ′(X) попарно ортого-

нальны и det f ′(X) > 0;
(в) для каждого t ≥ 0 имеем inf

|X|≤t
D−Xf = m(t).

Впрочем, используя метод, предложенный Ф. Джоном, можно
без труда построить отображение f , не являющееся ни сюръек-
тивным, ни инъективным, но обладающим свойствами (б) и (в).
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Теорема 3.1 даёт условия, при которых обратное отображение
определено во всём пространстве. Следующая теорема (см. [57,
теорема IIA]) обобщает её на случай, когда существование обрат-
ного отображения можно гарантировать лишь в шаре некоторого
конечного радиуса.

Теорема 3.2 Пусть B и b — банаховы пространства, f являет-
ся локально-гомеоморфным отображением шара пространства
B с центром u радиуса R в пространство b. Положим для 0 ≤
t < R

M(t) = inf
|X−Y |≤t

D−Y f.

Тогда в шаре ω пространства b с центром f(X) радиуса

r =

R∫

0

M(t) dt

определено отображение f−1, обратное к f , т. е. такое, что
(а) ω ⊂ f(B);
(б) f−1 непрерывно в ω;
(в) f(f−1(Y )) = Y для всех Y ∈ ω.

Примеры приложения теорем 3.1 и 3.2 к геометрическим за-
дачам можно найти, напр., в [8]–[10].

Теоремы 3.1 и 3.2 носят количественный характер. Но есть ещё
качественные теоремы об обратной функции, одна из которых,
называемая обычно «леммой А. Д. Александрова об отображе-
нии», будет нам особенно полезна. Приведём её в формулировке,
заимствованной из [6].

Теорема 3.3 Пусть A и B — два многообразия одного и того
же числа измерений и пусть отображение f : A → B удовле-
творяет следующим условиям:

(1) в каждой связной компоненте многоогразия B содержат-
ся образы точек из A;

(2) f взаимно однозначно;
(3) f непрерывно;
(4) если точки Bm (m = 1, 2, . . .) многоогразия B являюися

образами точек Am (m = 1, 2, . . .) многоогразия A и последова-
тельность B1, B2, . . . , Bm, . . . сходится к точке B ∈ B, то в A
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существует точка A, отображающаяся в B, такая, что име-
ется подпоследовательность последовательности A1, A2, . . . , Am, . . .,
сходящаяся к точке A.

При этих условиях f сюръективно, то есть f(A) = B.

Доказательство. В силу условия (4) отображение f взаим-
но непрерывно. Действительно, пусть Bm = f(Am), B = f(A)
и последовательность B1, B2, . . . , Bm, . . . сходится к точке B ∈
B. Допустим, что последовательность A1, A2, . . . , Am, . . . не схо-
дится к точке A ∈ A. Тогда есть такая окрестность точки A,
вне которой лежит бесконечно много точек Am. Пусть это будут
точки Am1 , Am2 , . . . , Amj , . . .. Мы получаем, что Bmj = f(Amj ),
B = f(A) и последовательность Bm1 , Bm2 , . . . , Bmj , . . . сходится к
точке B ∈ B, но, вместе с тем, никакая подпоследовательность
последовательности Am1 , Am2 , . . . , Amj , . . . не может сходиться к
A. Это, однако, противоречит условию (4), так как по взаимной
однозначности отображения f только данная точка A отобража-
ется в B. Следовательно, последовательность A1, A2, . . . , Am, . . .
должна сходиться к точке A, т. е. f является взаимно непрерыв-
ным.

Так как отображение f взаимно однозначно и взиамно непре-
рывно, то оно является топологическим. Теорема Брауэра об ин-
вариантности области утверждает, что при топологическом отоб-
ражении n-мерного многообразия A в n-мерное многообразие B
всякое открытое множество многообразия A переходит в от-
крытое множество многообразия B (см., напр., [6, Гл. 2, §9] или
[22, 18.2.6.5]). Применяя её к нашей ситуации видим, что образ
многообразия A, т. е. f(A), есть открытое множество в B.

С другой стороны, из условия (4) следует, что f(A) является
замкнутым множеством в B. Действительно, если точки Bm =
f(Am) сходятся к B, то по условию (4) существует точка A ∈ A,
отображающаяся в B, т. е. B принадлежит f(A), и следовательно,
f(A) замкнуто.

Но если f(A) и открыто и замкнуто в B, и имеет точки в каж-
дой компоненте связности многообразия B, то оно простирается
на всё B: f(A) = B. Теорема 3.3 доказана.

Напомним ещё общеизвестную теорему из теории накрытий,
которая оказывается полезной во многих ситуациях.

Пусть даны топологические пространства X и B и непрерыв-
ное отображение f : X → B. Говорят, что отображение f являет-
ся накрытием, если у всякой точки b ∈ B существует открытая
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окрестность U ⊂ B, полный прообраз f−1(U) которой представ-
ляется в как объединение попарно непересекающихся открытых
в X множеств, каждое из которых гомеоморфно отображается на
U отображением f . При этом B называется базой накрытия, а X
— накрывающим пространством.

Теорема 3.4 Пусть X — линейно связное топологическое про-
странство, B — линейно связное односвязное топологическое
пространство и f : X → B — накрытие. Тогда f является го-
меоморфизмом на всё B.

Доказательство использует следующее несложное утвержде-
ние, известное как теорема о накрывающих путях: Для любого пу-
ти γ : [0, 1] → B с началом γ(0) = a и любой точки x0 ∈ f−1(a)
существует, и притом единственный, путь δ : [0, 1] → X с на-
чалом x0, накрывающий путь γ, т. е. такой, что (f ◦δ)(t) = γ(t)
при всех t ∈ [0, 1]. Переход от γ к δ называют подъёмом с началом
x0 пути γ.

Чтобы убедиться в сюръективности f , покажем, что произ-
вольная точка b ∈ B лежит в образе f . Для этого фиксируем
произвольную точку x0 ∈ X и, пользуясь линейной связностью
базы B, соединим точки a = f(x0) и b путём γ. Пусть δ является
подъёмом с началом x0 пути γ. Очевидно, все точки множества
f(δ) лежат в образе f , а b ∈ f(δ). Следовательно, f сюръективно.

Инъективность f докажем от противного, а именно предпо-
ложим, что нашлись точки x0 6= x1 пространства X такие, что
f(x0) = f(x1). Поскольку X линейно связно, то найдётся путь
δ0 : [0, 1]→ X, соединяющий точки x0 и x1. Тогда путь γ0 = f ◦ δ0
является петлёй в B, т. е. таким путём, у которого начальная и
конечная точки совпадают: γ0(0) = f(x0) = f(x1) = γ0(1) = a.
Ввиду односвязности B петля γ0 гомотопна постоянной петле
γ1 : [0, 1] → X, заданной формулой γ1(t) = a для всех t ∈ [0, 1].
Обозначим эту гомотопию через γs (0 ≤ s ≤ 1). Пользуясь опре-
делением накрытия несложно показать, что, во-первых, при каж-
дом s подъём в началом x0 пути γs : [0, 1] → X имеет в качестве
концевых точек как раз x0 и x1, а во-вторых, — подъём посто-
янной петли γ1 есть постоянное отображение. Отсюда следует
x0 = x1, что противоречит выбору этих точек. Полученное про-
тиворечие, доказывает, что f инъективно.

Наконец, непрерывность обратного отображения f−1 легко сле-
дует непосредственно из определения накрытия. Теорема 3.4 до-
казана.
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4 Краткие сведения
из теории многогранников

В этом параграфе мы приводим основные определения и напоми-
наем некоторые общеизвестные результаты, связанные с много-
гранниками. Впрочем, в последующих параграфах нам нередко
приходится уточнять терминологию.

Подмножество евклидова пространства Rn называют выпук-
лым, если оно вместе с любыми двумя своими точками содержит
все точки соединяющего их отрезка.

Выпуклым многогранником (точнее — телесным выпуклым
многогранником) мы называем выпуклую оболочку конечного чис-
ла точек в евклидовом пространстве Rn, то есть наименьшее вы-
пуклое множество, содержащее эти точки.

Непосредственно их этого определения следует, что выпуклый
многогранник является компактным множеством и не обязатель-
но содержит внутренние точки.

Размерностью выпуклого многогранника называют минималь-
ную размерность содержащей его плоскости в Rn.

Через каждую точку границы выпуклого многогранника про-
ходит хотя бы одна гиперплоскость, оставляющая этот много-
гранник в одном замкнутом полупространстве. Такая гиперплос-
кость называется опорной для данного выпуклого многогранника
в данной точке его границы.

Пересечения выпуклого многогранника с его опорными гипер-
плоскостями называются гранями. Одномерные грани называют-
ся рёбрами, нульмерные — вершинами.

Выпуклый многогранник назывют строго выпуклым, если ни
один из его двугранных углов не является развернутым.

За подробностями о начальных сведениях по теории выпук-
лых многогранников мы отсылаем читателя к любой из классиче-
ских книг [6], [26] или [50]. Там же можно найти доказательства
следующих хорошо известных свойств выпуклых многогранни-
ков:

(1) Выпуклый многогранник имеет конечное число граней.
(2) Каждая грань выпуклого многогранника есть выпуклый

многогранник меньшей размерности.
(3) Грани граней являются гранями исходного выпуклого мно-

гогранника.
(4) n-мерный выпуклый многогранник имеет не менее чем n+

1 вершину.
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(5) Для любого n-мерного выпуклого многогранника справед-
ливо соотношение Эйлера

f0 − f1 + . . .+ (−1)n−1fn−1 = 1 + (−1)n−1,

где через fk обозначено число k-мерных граней исходного много-
гранника.

Границу телесного выпуклого многогранника называют за-
мкнутым выпуклым многогранником или многогранной поверх-
ностью. Этот термин обусловлен тем, что n-мерный замкнутый
выпуклый многогранник в Rn является кусочно-линейным мно-
гообразием, гомеоморфным (n− 1)-мерной сфере.

Пусть P — произвольный n-мерный замкнутый выпуклый мно-
гогранник в Rn. Удалим из P несколько граней так, чтобы остав-
шаяся часть Q была гомеоморфна открытому (n − 1)-мерному
шару. Замыкание множества Q называют выпуклым многогран-
ником с границей или незамкнутой многогранной поверхностью.

Обычно прилагательные «телесный», «замкнутый», «незамкну-
тый» или «выпуклый» перед существительным «многогранник»
опускают, кроме тех случаев, когда это может привести к недо-
разумению.

Многогранники P и Q называют комбинаторно эквивалент-
ными (или — многогранниками одинакового комбинаторного стро-
ения), если существует взаимно однозначное соответствие ϕ меж-
ду множеством F всех граней многогранника P и множеством
всех граней многогранника Q, сохраняющее отношение включе-
ния, т. е. такое, что для любых граней F1, F2 ∈ F включение
F1 ⊂ F2 имеет место если и только если ϕ(F1) ⊂ ϕ(F2).

Комбинаторное строение многогранника можно задавать аб-
страктно, указав набор его граней всех размерностей и указав
какая грань содержит (включает в себя) какую. При этом, ко-
нечно, должны быть соблюдены некоторые свойства этого отно-
шения включения, которыми заведомо обладают грани любого
выпуклого многогранника в Rn.

Нам придётся рассуждать о комбинаторном строении много-
граннков только трёхмерного пространства. Именно для этого
случая и перечислим свойства отношения включения:

(i1) Каждое ребро содержит в точности две вершины.
(i2) Каждое ребро содержится ровно в двух 2-мерных гранях.
(i3) Для любых двух вершин есть не более одного ребра, со-

держащего обе эти вершины.
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(i4) Для любых двух 2-мерных граней есть не более одного
ребра, содержащегося в обеих этих гранях.

(i5) Каждая вершина содержится по крайней мере в трёх 2-
мерных гранях.

(i6) Каждая 2-мерная грань содержит по крайней мере три
вершины.

Набор точек, отрезков и многоугольников (трактуемых, соот-
ветственно, как вершины, рёбра и грани), удовлетворяющих свой-
ствам (i1)–(i6), называют абстрактным многогранником (точнее
— 2-мерным абстрактным многогоанником).

Следующая глубокая теорема была доказана Е. Штейницем
[122] (более современные изложения см., напр., в [50] или [68]).

Теорема 4.1 Для любого абстрактного 2-мерного многогранни-
ка существует выпуклый многогранник в R3, имеющий то же
комбинатроное строение.

Теорему 4.1 иногда выражают так: всякий абстрактный 2-
мерный многогранник можно реализовать в виде выпуклого мно-
гогранника в R3.

Порой комбинаторное строение выпуклого многогранника в
R3 удобно фиксировать задавая граф его рёбер. При этом свой-
ства (i1)–(i6) означают, что этот граф планарен и 3-связен, а тео-
рема 4.1 состоит в том, что граф Γ изоморфен графу рёбер неко-
торого выпуклого многогранника в R3 если и только если Γ пла-
нарен и 3-связен.

Теорема 4.1 даёт исчерпывающее описание комбинаторного
строения выпуклых многогранников в R3. Полного описания ком-
бинаторного строения многомерных выпуклых многогранников
на сегодняшеий день не известно.

Невыпуклым многогранником в Rn называют непрерывное отоб-
ражение f : K → Rn, линейное на каждом симплексе симпли-
циального комплекса K, тело которого является (n − 1)-мерным
связным компактным топологическим многообразием без края.
Впрочем, образ тела комплекса K под действием отображения f
также называют многогранником P = f(K), добавляя прилага-
тельное «невыпуклый», если в этом есть необходимость. Говорят,
что многогранник не имеет самопересечений, если отображение f
глобально инъективно.

Деформацией многогранника P0 называют непрерывное семей-
ство многогранников {Pt}, зависящее от некоторого параметра t,
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причём значению t = 0 соответствует исходный многогранник P0,
а каждый из многогранников Pt комбинаторно эквивалентен P0.

Параметр t удобно интерпретировать как время, в связи с чем
мы будем говорить о движении элементов многогранника P0, вы-
зывающем его изгибание: о движении вершин, вращении граней
и т. п.

Если x есть какая-либо величина, относящаяся к многогран-
нику (напр., площадь грани или длина ребра), то при деформа-
ции она будет функцией параметра t. Производную dx

dt называют
скоростью изменения величины x. Величину x называют стаци-
онарной, если начальная скорость её изменения равна нулю, т. е.
если dx

dt |t=0 = 0.
Задав деформацию многогранника P0, мы автоматически за-

даём траекторию r = r(t), каждой точки r ∈ P0, параметризо-
ванную параметром t. В частности, с каждой точкой r ∈ P0 мы
связываем вектор скорости v = dr

dt |t=0 этой кривой в начальный
момент времени. Поле скоростей v является главной частью пер-
вого порядка относительно t той деформации многогранника P0,
с которой мы начали.

Бесконечно малым изгибанием (точнее — бесконечно малым
изгибанием первого порядка) многогранника P0 называют непре-
рывное векторное поле v на P0 такое, что при любой деформации,
порождающей это поле, длины всех кривых на P0 стационарны.

Бесконечно малое изгибание многогранника называется три-
виальным, если оно порождается движением многогранника в
пространстве как единого целого.

Многогранник называется жёстким (точнее — жёстким пер-
вого порядка) при тех или иных условиях, если всякое его бес-
конечно малое изгибание, подчинённое этим условиям, является
тривиальным. Это означает, что при этих условиях все величины,
относящиеся к многограннику и инвариантные при движениях,
оказываются стационарными.

Многогранник P0 в трёхмерном евклидовом пространстве на-
зывают изгибаемым, если существует непрерывное семейство мно-
гогранников Pt (0 ≤ t ≤ 1) со следующими свойствами:

(f1) для любых s, t ∈ [0, 1] многогранники Ps и Pt изометричны
во внутренних метриках (т. е. существует гомеоморфное сюръек-
тивное отображение f : Ps → Pt, сохраняющее длины всех кри-
вых);

(f2) для любого r ∈ [0, 1] многогранник Pr допускает триан-
гуляцию такую, что для любых s, t ∈ [0, 1] и хотя бы одного го-
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меоморфного сюръективного отображения f : Ps → Pt, сохраня-
ющего длины всех кривых, сужение отображения f на каждую
грань выбранной выше триангуляции многогранника Ps является
сужением некоторой евклидовой изометрии трехмерного евкли-
дова пространства;

(f3) существуют два числа s, t ∈ [0, 1] такие, что многогран-
ники Ps и Pt не могут быть совмещены евклидовым движением
всего пространства.

Введённые в этом параграфе понятия естественным образом
распространяются на пространство Лобачевского, сферическое
пространство и пространство Минковского с индефинитной мет-
рикой.

5 Общая схема применения
теоремы об обратной функции
в теории многогранников

Рассмотрим какой-нибудь класс многогранников . Например, это
может быть класс многогранников с заранее заданным комбина-
торным строением или класс выпуклых многогранников в заранее
фиксированными внешними нормалями к граням. Обычно инте-
ресуются существованием или единственностью многогранника
из данного класса с точностью до некоторых «тривиальных» пре-
образований, например, с точностью до параллельного переноса
или движения всего пространства. «Тривиальные» преобразова-
ния образуют группу, профакторизовав класс по которой полу-
чают некоторое вспомогательное множество P, в котором вводят
подходящую структуру метрического пространства или многооб-
разия. При этом, чтобы избежать усложнения терминогии, гово-
рят о многограннике из P, вместо того, чтобы говорить о классе
эквивалетности относительно группы «тривиальных» преобразо-
ваний, содержащей данный многогранник.

Далее любому многограннику из класса P сопоставляют тот
или иной набор его числовых характеристик. Например, это мо-
жет быть набор всех длин рёбер, набор величин плоских углов
в гранях или двугранных углов, набор площадей всех граней и
т. п. Конечно, в качестве таких числовых характеристик выбира-
ются величины, инвариантные относительно группы «тривиаль-
ных» преобразований.
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Таким образом возникает естественное отображение f из мно-
жества P в евклидово пространство. К отображению f применя-
ют одну из теорем об обратной функции. Если при этом удаёт-
ся доказать, что производная отображения f обратима, то тем
самым доказана теорема жёсткости для многогранников класса
P. Если удаётся доказать, что отображение f локально обрати-
мо (то есть является локально инъективным), то тем самым для
многогранников класса P устанавливается некоторая теорема о
локальной однозначной определённости теми числовыми характе-
ристиками, которые использованы при построении отображения
f . Если удаётся доказать, что отображение f глобально обратимо,
(то есть является инъективным), то тем самым для многогранни-
ков класса P устанавливается некоторая теорема об однозначной
определённости. Наконец, если удаётся охарактеризовать образ
f(P) множества P под действием отображения f , то тем самым
устанавливается некоторая теорема существования многогранни-
ка класса P с теми числовыми характеристиками, которые ис-
пользованы при построении отображения f .

Приведём примеры классических и сравнительно новых тео-
рем, доказываемых указанным выше способом.

Теорема 5.1 Пусть P — множество классов эквивалентности
выпуклых многогранников в трёхмерном евклидовом простран-
стве, имеющих данное комбинаторное строение. Эквивалент-
ными считаются многогранники, получающиеся друг из друга
движением всего пространства или движением и отражением.
Отображение f , сопоставляющее каждому классу многогранни-
ков из P длины всех его рёбер и величины всех плоских углов его
граней, имеет максимальный ранг.

Другими словами теорему 5.1 формулируют так: Выпуклые
многогранники являются жёсткими.

Теорема 5.1 впервые была доказана М. Деном в 1916 г., см.
[42]. В настоящей статье мы докажем её следуя именно методу
М. Дена. Другие доказательства этой теоремы можно найти во
многих книгах, напр., в [6].

Не вдаваясь в детали упомянем, что известны многочислен-
ные обобщения теоремы 5.1: инвестен её аналог для произволь-
ных выпуклых замкнутых поверхностей, для многогранников в
пространстве Лобачевского и в сферическом пространстве, а так-
же для для произвольных замкнутых выпуклых тел в этих про-
странствах, см., напр., [94].
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Тот факт, что теорема 5.1 справедлива в сферическом про-
странстве позволяет тривиальным образом распространить её на
многогранники в евклидовых пространствах размерности боль-
шей трёх. Решающим обстоятельством тут является тот факт, что
уже один выпуклый многогранный угол в четырёхмерном евкли-
довом пространстве с жёсткими гранями оказывается жёстким
потому, что его сечение сферой с центром в его вершине пред-
ставляет собой замкнутый выпуклый многогранник на трёхмер-
ной сфере или, если угодно, в трёхмерном сферическом простран-
стве. А как упомянуто выше, такой многогранник — жёсткий.

Теорема 5.1 допускает механическую интерпретацию, в кото-
рой речь идёт не о многограннике, составленном из твёрдых гра-
ней, а о системе стержней, образующих совокупность рёбер вы-
пуклого многогранника. При этом среди рёбер могут быть нена-
стоящие, проходяшие внутри истинных граней. Стержни мыс-
лятся скреплёнными в концах на шарнирах. При этом теорема
5.1 эквивалентна следующему утверждению: Система стерж-
ней, образующих совокупность рёбер замкнутого выпуклого мно-
гогранника, не может находиться под напряжениями без воз-
действия внешних сил [6, Гл. X; §4].

Различным аспектам жёсткости выпуклых многогранников и
стержневых систем посвящена обширная литература, см., напр.,
[37, 64, 124, 125, 134, 138]. Проективный вариант этой теоремы
доказывался различными авторами начиная ещё с В. Бляшке
[23, 132, 137, 139]. Теоремы жёсткости для стержневых систем
специального вида, так называемых двудольных каркасов, изу-
чены особенно детально, см., напр., [25, 89, 135]. По сути дела
последние теоремы относятся в теории графов [88] и при их до-
казательстве зачастую используется теория матроидов [48, 140].

Интересное направление исследований представляет собой изу-
чение жёсткости стержневых систем «находящихся в общем по-
ложении». При этом спрашивается можно ли в пространстве всех
изучаемых стержневых систем указать открытое плотное множе-
ство, целиком состоящее из жёстких систем. С физической точ-
ки зрения такая постановка вопроса мотивируется потребностями
стереохимии, то есть науки о пространственном строении моле-
кул, и состоит в том, что мы знаем расстояния между молеку-
лами в атоме лишь приближённо, с точностью до погрешности
измерения, и можем интересоваться лишь жесткостью в общем
положении [47, 48, 65].

Теоремы жёсткости для выпуклых многогранников и стерж-
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невых систем оказываются полезными в вопросах графического
изображения многогранников [39] и исследовании жёсткости мо-
лекулярных структур, в особенности — протеинов [46, 56].

Перейдём к обсуждению следующей теоремы.

Теорема 5.2 Пусть P — множество классов эквивалентности
выпуклых многогранников в трёхмерном евклидовом простран-
стве, имеющих данное комбинаторное строение. Эквивалент-
ными считаются многогранники, получающиеся друг из друга
движением всего пространства или движением и отражением.
Отображение f , сопоставляющее каждому классу многогранни-
ков из P длины всех его рёбер и величины всех плоских углов его
граней, является инъективным.

Другими словами теорему 5.2 формулируют так: Выпуклые
многогранники, одинаково составленные из равных граней, кон-
груэнтны, то есть совмещаются движением или движением и
отражением всего пространства.

Как недавно обнаружил И. Х. Сабитов [108], в качестве ги-
потезы эта теорема была сформулирована и даже доказана для
некоторых классов выпуклых многогранников в 1-ом издании из-
вестного учебника А.-М. Лежандра [67, Note XII; p. 321–334]. По
неизвестным причинам этот материал был исключён А.-М. Ле-
жандром из всех многочисленных последующих изданий этого
учебника.

Впервые теорема 5.2 была доказана в 1813 году Огюстеном
Луи Коши [30]. Многие поколения геометров считали и счита-
ют доказательство О. Л. Коши образцом остроумия, значение
которого не умалялось даже допущенными автором ошибками.
Ошибки были замечены и исправлены значительно позже други-
ми геометрами. Подробное обсуждение этой известной истории
можно найти, например, в [108]. Само доказательство теоремы
5.2 доступно во многих книгах, см. напр., [1, 6, 22, 58, 68, 83].
Обсуждение тех или иных деталей доказательства теоремы 5.2
можно найти, напр., в статьях [35, 108, 115, 122].

Для полноты картины мы приведём в параграфе 8 основные
идеи одного малоизвестного доказательства теоремы Коши 5.2,
принадлежащего Ю. А. Волкову и А. В. Погорелову [93, 127].
Пользуясь случаем обратим внимание читателя и на ещё одно ма-
лоизвестное доказательство этой теоремы, принадлежащее В. А. За-
лгаллеру и Е. П. Сенькину [116, 143].
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Ярким примером применения теоремы об обратной функции
в теории многогранников служит теорема А. Д. Александрова о
существовании выпуклого многогранника с данной метрикой [6,
Гл. IV], к обсуждению которой мы и переходим.

Пусть P — множество классов эквивалентности выпуклых мно-
гогранников в трёхмерном евклидовом пространстве, причём к
выпуклым многогранникам мы причисляем также дважды по-
крытые выпуклые многогранники. На этот раз комбинаторное
строение многогранников не фиксировано, а эквивалентными счи-
таются многогранники, получающиеся друг из друга движением
всего пространства или движением и отражением.

Пусть G — множество классов эквивалентности римановых
метрик g со следующими свойстами: (1) риманова метрика g опре-
делена на единичной сфере S2 всюду, за исключением некоторого
конечного множества точек σ, называемого сингулярным множе-
ством метрики g; (2) всюду в S2 \ σ метрика g имеет кривизну,
равную нулю; (3) в каждой точке множества σ сингулярная кри-
визна метрики g существует и неотрицательна.

Поясним свойство (3) подробнее. Попарно соединяя точки мно-
жества σ кратчайшими можно разбить сферу S2 на треугольни-
ки, каждый из которых изометричен некоторому треугольнику
на евклидовой плоскости. При этом по определению угол при
вершине геодезического треугольника принимается равным уг-
лу при соответствующей вершине изометричного ему евклидова
треугольника, а сингулярной кривизной метрики g в точке мно-
жества σ называется число, равное 2π минус сумма углов всех
геодезических треугольников, сходящихся в этой точке. Свойство
(3) состоит в том, что эта величина должна быть неотрицательна.

Две метрики со свойствами (1)–(3) называются эквивалетны-
ми, если существует диффеоморфизм сферы S2 на себя, пере-
водящий одну метрику в другую (и, в частности, переводящий
сингулярное множество одной метрики в сингулярное множество
другой и не изменяющий сингулярной кривизны метрики в точ-
ках сингулярного множества).

Всякая параметризация S2 → P выпуклого многогранника P ,
достаточно регулярная в пределах каждой грани, позволяет пере-
нести на сферу метрику многогранника и, тем самым, построить
на S2 метрику g со свойствами (1)–(3). Таким образом возникает
естественное отображение f : P → G.
Теорема 5.3 Отображение f , сопоставляющее каждому клас-
су многогранников из P соответствующий класс многогранных
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метрик из G, является сюръективным.

Другими словами теорему 5.3 формулируют так: Всякая мно-
гогранная метрика положительной кривизны, заданная на сфе-
ре, реализуема посредством замкнутого выпуклого многогранни-
ка. Первоначально эта теорема была доказана А. Д. Александро-
вым в 1941 году в [3]. Подробные изложения доказательства этой
теоремы можно найти, напр., в [4, 5, 6].

Теорема 5.3 была перенесена на многогранники пространства
Лобачевского и сферического пространства [5]. Она послужила
основой развитого А. Д. Александровым метода «разрезывания
и склеивания», оказавшегося исключительно плодотворным при
изучении негладких выпуклых двумерных поверхностей. Теорема
существования, аналогичная теореме 5.3, была установлена и для
произвольной выпуклой метрики [94].

Обычно теоремы существования, аналогичные теореме 5.3, до-
казываются с помощью теоремы об обратной функции (или с по-
мощью «леммы об отображении», в терминологии А. Д. Алексан-
дрова). Но известны два исключения, о которых необходимо упо-
мянуть особо. Один метод доказательства теорем существования,
аналогичных теореме 5.3, был предложен Л. А. Люстерником. Он
кратко изложен Н. В. Ефимовым в его знаменитой статье [44] и
сводится к решению некоторых дифференциальных уравнений в
частных производных. Другой оригинальный метод доказатель-
ства теорем такого сорта предложен Ю. А. Волковым. В нём
задача сводится к нахождению минимума некоторого выпукло-
го функционала на пространстве трёхмерных развёрток. Кратко
метод Ю. А. Волкова изложен в его статье [128], подробная же
публикация [129] практически недоступна.

Теоремы существования, подобные теореме 5.3, были получе-
ны для выпуклых многогранников в пространстве Минковского
У. Ильхамовым и Д. Д. Соколовым [55], и в пространстве де
Ситтера Ж.-М. Шленкером [111].

В параграфе 9 обсуждаются основные этапы доказательства
теоремы 5.3, основанного на «лемме А. Д. Александрова об ото-
юражении».

Важную роль в теории выпуклых многогранников вообще и в
теории параллелоэдров в частности сыграла теорема Г. Минков-
ского о существовании замкнутого выпуклого многогранника с
данными направлениями и площадями граней, см., напр., [6, 82].

Легко убедиться, что единичные векторы внешних нормалей
n1, . . . , nm и площади f1, . . . , fm старшей размерности выпуклого

37



многогранника с непустой внутренностью P евклидова простран-
ства размерности d ≥ 2 удовлетворяют следующим условиям:

(1) Векторы n1, . . . , nm не лежат в одной гиперплоскости.
(2) Все числа f1, . . . , fm положительны.
(3)

∑m
j=1 fjnj = 0 (см. лемму 10.9).

Теорема Минковского утверждает, что условия (1)–(3) не толь-
ко необходимы, но и достаточны для существования выпуклого
многогранника с данными нормалями n1, . . . , nm и данными пло-
щадями f1, . . . , fm граней старшей размерности, т. е. она утвер-
ждает, что если данные единичные векторы n1, . . . , nm и данные
числа f1, . . . , fm удовлетворяют условиям (1)–(3), то существу-
ет компактный выпуклый многогранник без края с внешними
нормалями n1, . . . , nm и площадями f1, . . . , fm граней старшей
размерности.

Идея доказательства этой теоремы Г. Минковского состоит в
следующем. Пусть фиксирован набор векторов n1, . . . , nm, обла-
дающих свойством (1). Обозначим через B множество упорядо-
ченных совокупностей чисел f1, . . . , fm, обладающих свойствами
(2) и (3). Множество B трактуем как пересечение (m− d)-мерной
плоскости в Rm с конусом, задаваемым в Rm неравенствами fj >
0 (j = 0, . . . ,m). Через A обозначим совокупность всех классов
компактных выпуклых многогранников в Rd, относя к одному
классу многогранники, которые могут быть получены один из
другого параллельным переносом. Заметим, что выпуклый мно-
гогранник в Rd с данными нормалями n1, . . . , nm к граням может
быть задан набором своих опорных чисел h1, . . . , hm, а параллель-
ный перенос Rd задаётся d-мерным вектором. Поэтому множе-
ство A естественным образом превращается в (m−d)-мерное мно-
гообразие. При фиксированном наборе векторов n1, . . . , nm есте-
ственное отображение f : A → B сопоставляет многограннику,
заданному своими опроными числами h1, . . . , hm, набор площа-
дей его граней f1, . . . , fm. Теорема Г. Минковского эквивалентна
сюъективности этого отображения.

В параграфе 10 доказана не только обсуждаемая теорема Г. Мин-
ковского, но и её обобщение на один класс невыпуклых много-
гранников.

Следующая группа классических теорем существования и един-
ственности для многогранников, доказываемая, как правило, с
помощью теоремы об обратной функции, является специфиче-
ской для пространства Лобачевского или сферического простран-
ства (в том смысле, что аналогичных утверждений для евклидова
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пространства быть не может). Речь идёт о так называемых тео-
ремах Е. М. Андреева, гарантирующих существование и един-
ственность выпуклого многогранника с заданными двугранными
углами. Приведём одну из теорем такого рода в удобной для нас
формулировке.

Пусть P — множество классов эквивалентности компактных
выпуклых многогранников P в трёхмерном пространстве Лоба-
чевского, имеющих данное комбинаторное строение и обладаю-
щих следующими свойствами:

(1) многогранник P имеет не менее пяти граней;
(2) каждый (внутренний) двугранный угол α многогранника

P удовлетворяет неравенству 0 < α ≤ π/2 (заметим, что из этого
условия уже вытекает, что в каждой вершине многогранника P
сходится ровно 3 ребра или, что то же самое, ровно три грани);

(3) если три ребра многогранника P сходятся в одной вершине,
то соответствующие двугранные углы αi, αj и αk удовлетворяют
неравенству αi + αj + αk > π;

(4) если P содержит призматический 3-цикл, то то соответ-
ствующие двугранные углы αi, αj и αk удовлетворяют неравен-
ству αi + αj + αk < π (напомним, что призматическим k-циклом
называется циклически упорядоченный набор из k рёбер много-
гранника P таких, что (a) никакие два из этих рёбер не имеют
общей вершины и (b) любые два соседних ребра принадлежат
некоторой грани многогранника P , причём этой грани не при-
надлежит ни одно из остальных рёбер k-цикла);

(5) если P содержит призматический 4-цикл, то соответствую-
щие двугранные углы αi, αj , αk и αl удовлетворяют неравенству
αi + αj + αk + αl < 2π;

(6) если P содержит четырёхугольную грань, ограниченную
рёбрами e1, e2, e3 и e4, записанными в циклическом порядке, то
выполняются неравенства α1 + α3 + α12 + α23 + α34 + α41 < 3π и
α2 +α4 +α12 +α23 +α34 +α41 < 3π, где через αi и αij обозначены
двугранные углы многогранника P при рёбрах ei и eij соответ-
ственно, а eij — это третье ребро многогранника P , инцидентное
общей вершине рёбер ei и ej .

Эквивалентными считаются многогранники, получающиеся друг
из друга движением всего пространства или движением и отра-
жением.

Возникает естественное отображение f , сопоставляющее каж-
дому классу многогранников из P величины всех его двугранных
углов αi.
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Пусть, как обычно, f1 — число рёбер у каждого из многогра-
нииков P , входящих в какой-то класс из P. Подмножество ев-
клидова пространства Rf1 , состоящее из точек (α1, . . . , αf1), удо-
влетвояющих неравенствам, перечисленным в условиях (2)–(6),
обозначим через A.
Теорема 5.4 Отображение f : P → A является биекцией.

Другими словами эта теорема, впервые доказанная Е.М. Ан-
дреевым в [16], утверждает, что в трёхмерном пространстве Ло-
бачевского компактные выпуклые многогранники, имеющие оди-
наковое комбинаторное строение и одинаковые двугранные углы,
не превосходящие π/2, конгруэнтны. Более того, она указыва-
ет точные пределы изменения двугранных углов выпуклых ком-
пактных остроугольных многогранников данного комбинаторно-
го строения, то есть указывает нерасширяемое множество A ⊂
Rf1 каждой точке которого соответствует (единственный) выпук-
лый многогранник с данными значениями двугранных углов.

Теорема 5.4 представляет собой не только интересное утвер-
ждение о геометрии трёхмерного пространства Лобачевского, но
и является важным техническим средством в доказательстве тео-
ремы Тёрстона о гиперболической гипотезе для трёхмерных мно-
гообразий Хакена, см., напр., [60]. Не удивительно, что теорема
5.4 обобщена в различных направлениях. Например, аналогич-
ная теорема доказана для выпуклых многогранников конечного
объёма в трёхмерном пространстве Лобачевского [17] и для полу-
идеальных выпуклых многогранников в трёхмерном простран-
стве Лобачевского [101], то есть таких многогранников, часть вер-
шин которых является собственными точками пространства, а
часть лежит на абсолюте.

Другие результаты, родственные теореме 5.4, читатель най-
дёт в работах Е. Д. Ходжсона, И. Ривина и У. Д. Смита [53],
Е. Д. Ходжсона и И. Ривина [54, 98], И. Ривина [97], а также в
работе К. Бао и Ф. Бонахона [21].

6 Жёсткость выпуклых многогранников
В этом разделе мы докажем следующую теорему

Теорема 6.1 В трёхмерном евклидовом пространстве всякий
замкнутый выпуклый многогранник с непустой внутренностью
и жёсткими гранями является жёстким.
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Говоря о многограннике с жёсткими гранями мы имеем в ви-
ду, что к рассмотрению допускаются такие его бесконечно малые
изгибания, которые порождаются движениями граней как твёр-
дых тел, но для каждой грани это движение может быть своим
так, что a pripori смежным граням разрешено вращаться друг
относительно друга вокруг общего ребра.

Доказательство теоремы 6.1. Не ограничивая общности
достаточно рассмотреть только многогранники с треугольными
гранями.

В самом деле, если многогранник P0, имеющий n-угольную
грань F , допускает нетривиальное бесконечно малое изгибание,
то то же будет верно и для многогранника P1, получающегося
из P0 заменой F боковыми гранями пирамиды с основаением F .
Нужно только, во-первых, приписать точкам боковой поверхно-
сти пирамиды векторы скорости, соответствующие тому движе-
нию пирамиды как единого целого, которое порождает векторы
скорости на основании пирамиды и, во-вторых, заметить, что вы-
бирая пирамиды, у которых ортогональная проекция вершины
попадает внутрь основания, а высота достаточно мала, мы по-
лучим в результате описанного преобразования опять выпуклый
многогранник P1.

Если многогранник P1 имеет нетреугольную грань, то приме-
ним к нему ту же операцию. После конечного числа шагов мы
придём к многограннику Pk, имеющему только треугольные гра-
ни, причём все вершины многогранника P0 будут в то же время
и вершинами многогранника Pk. На основании теоремы 6.1 для
многогранников с треугольными гранями заключаем, что постро-
енное нами бесконечно малое изгибание многогранника Pk порож-
дено его движением как единого целого в пространстве. Поэто-
му векторы скорости всех вершин исходного многогранника P0

порождены его движением как единого целого. Значит этим же
движением порождается всё поле бесконечно малого изгибания
многогранника P0. Следовательно, это изгибание тривиально, а
сам многогранник P0 — жёсткий.

Таким образом из жесткости замкнутых выпуклых многогран-
ников с треугольными гранями вытекает то же для всех вообще
замкнутых выпуклых многогранников. Поэтому далее мы огра-
ничиваемся рассмотрением только многогранников с треугольны-
ми гранями.

Для многогранников с треугольными гранями жёсткость гра-
ней вытекает из жёсткости рёбер, то есть из условия стационар-
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ности длин рёбер в момент t = 0.
Пусть x1, . . . ,xf0 — радиус-векторы вершин многогранника

P0, причём xk = (xk, yk, zk) для всех k = 1, . . . , f0 (здесь, как
обычно, f0 — число вершин P0). Пусть v1, . . . ,vf0 — векторы
скорости вершин многогранника P0 при бесконечно малом из-
гибании, причём vk = (uk, vk, wk). Если вершины с номерами i
и j соединены ребром многогранника P0, то длина соответству-
ющего ребра многогранника Pt равна |(xi + tvi) − (xj + tvj)| =
((xi−xj+tui−tuj)2 +(yi−yj+tvi−tvj)2 +(zi−zj+twi−twj)2)1/2.
При этом условие стационарности длины этого ребра при t = 0,
т. е. условие жёсткости ребра, имеет вид

(xi − xj)(ui − uj) + (yi − yj)(vi − vj) + (zi − zj)(wi −wj) = 0. (35)

Тем самым мы получили линейную алгебраическую систему
уравнений (35) относительно переменных uk, vk, wk (k = 1, . . . , f0),
которой удовлетворяет всякое бесконечно малое изгибание много-
гранника P0. Наша задача состоит в том, чтобы показать, что эта
система обладает только тривиальными решениями, то есть толь-
ко такими, которые порождаются движениями многогранника P0

как единого целого.
Назовём какую-нибудь одну грань, её три ребра и её три вер-

шины граничными элементами, а все остальные элементы много-
гранника P0 — внутренними. Примем три граничные вершины
за неподвижные, т. е. будем считать, что вектор скорости каж-
дой из них равен нулю. Тем самым мы исключили созможность
движения многогранника P0 как твёрдого тела в пространстве и
нам предстоит доказать, что система (35), в которую включены
только уравнения, соответствующие внутренним рёбрам много-
гранника P0, имеет только нулевое решение.

Пусть, как обычно, многогранник P0 имеет f1 рёбер. С учётом
того, что все грани P0 треугольные, P0 имеет 2f1/3 граней и, в
силу формулы Эйлера, f1/3 + 2 вершин. Таким образом, систе-
ма уравнений (35), записанная для внутренних рёбер, будет со-
держать f1 − 3 уравнения, связывающих 3(f1/3− 1) координаты
внутренних вершин. Следовательно, матрица однородной систе-
мы (35) является квадратной и условие жёсткости многогранника
P0 сводится к необращению в нуль определителя D матрицы M
системы (35).

Ключевую роль в проводимом ниже анализе определителя D
играет следующая теорема Лапласа, см., напр., [62].
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Теорема 6.2 Пусть в определителе d матрицы порядка n про-
извольно выбраны k строк (или k столбцов), 1 ≤ k ≤ n−1. Тогда
сумма произведений всех миноров k-го порядка, содержащихся в
выбранных строках, на их алгебраические дополнения равна опре-
делителю d.

Матрица M состоит из f1/3− 1 групп столбцов по три в каж-
дой, соответствующих f1/3−1 внутренним вершинам многогран-
ника P0. Каждый определитель третьего порядка матрицы, состо-
ящей из такой тройки столбцов, либо содержит строку из нулей,
либо представляет собой выражение вида

Tik′k′′k′′′ =

∣∣∣∣∣∣

xi − xk′ yi − yk′ zi − zk′
xi − xk′′ yi − yk′′ zi − zk′′
xi − xk′′′ yi − yk′′′ zi − zk′′′

∣∣∣∣∣∣
,

равное по абсолютной величине ушестерённому объёму тетраэд-
ра с вершинами xi, xk′ , xk′′ и xk′′′ . Разлагая определитель D по
таким минорам, на основании теоремы Лапласа 6.2, получим для
D выражение

D = ±
∑

δ∈∆

(−1)α(δ)
∏

(i;k′,k′′,k′′′)∈δ
Tik′k′′k′′′ , (36)

которое образуется следующим образом.
Через δ в (36) обозначена произвольная совокупность наборов

чисел (i; k′, k′′, k′′′), обладающих следующими свойствами:
(a) Каждое из чисел набора (i; k′, k′′, k′′′) пробегает множество

номеров внутренних рёбер многогранника P0, которых, как было
показано выше, имеется f1 − 3 штук.

(b) Если набор (i; k′, k′′, k′′′) содержится в δ, то вершины xi,
xk′ , xk′′ и xk′′′ являются внутренними вершинами многогранника
P0, а рёбра xixk′ , xixk′′ , xixk′′′ — его внутренними рёбрами.

(c) Два набора (i; k′, k′′, k′′′) и (i; k
′
, k
′′
, k
′′′

) считаются равны-
ми между собой, если у них совпадают первые элементы (i = i) и
совпадают множества, составленные из трёх оставшихся элемен-
тов (т. е. {k′, k′′, k′′′} = {k′, k′′, k′′′}; другими словами — порядок,
в котором встречаются три последние аргумента не существенен).
Естественно, в множество δ включается только один из равных
наборов.

(d) Для каждой внутренней вершины xj многогранника P0

найдётся набор (i; k′, k′′, k′′′) ∈ δ такой, что i = j.
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(e) Для каждого внутреннего ребра xpxq многогранника P0

найдётся ровно один набор (i; k′, k′′, k′′′) ∈ δ такой, что p = i, а
номер q совпадает с одним из номеров i, k′, k′′ или k′′′.

Если не вдаваться в детали, то δ можно определить и коро-
че: δ является таким распределением (без пропусков и повторе-
ний) внутренних рёбер многогранника P0 на тройки, что в каждой
тройке все три ребра сходятся в одной вершине и каждой внут-
ренней вершине соответствует тройка рёбер, сходящихся именно
в ней.

Через ∆ в (36) обозначено множество всех возможных рас-
пределений δ. Например для тетраэдра каждое из множеств ∆
и δ содержит всего один элемент; для октаэдра множество ∆ со-
держит два элемента, а каждое из множеств δ содержит по три
элемента.

Наконец, число α(δ) в (36) равно числу транспозиций пар рё-
бер при переходе от некоторого фиксированного распределения
δ0 ∈ ∆ к данному распределению δ ∈ ∆.

Тогда
∏

(i;k′,k′′,k′′′)∈δ
Tik′k′′k′′′ в (36) равно произведению объёмов

всех тетраэдров xixk′xk′′xk′′′ в распределении δ, умноженных на
6 или −6 сообразно с ориентацией этих тетраэдров. Складывая
все эти произведения, соответствующие всевозможным раcпреде-
лениям δ ∈ ∆, снабжённые указанным образом знаком, в соответ-
ствии с теоремой Лапласа 6.2, получим ±D. Тем самым формула
(36) доказана.

Теперь доказательство теоремы 6.1 может быть легко завер-
шено на основе следующих лемм 6.3 и 6.4.

Лемма 6.3 Для всякого трёхмерного замкнутого выпуклого мно-
гогранника с треугольными гранями множество ∆ непусто.

Другими словами лемма 6.3 утверждает, что для всякого вы-
пуклого многогранника определитель D в формуле (36) не может
обращаться в нуль из-за одного лишь распределения нулей в его
матрице, или, что то же самое, число членов в сумме, представ-
ляющей D в формуле (36), отлично от нуля.

Лемма 6.4 Для всякого трёхмерного замкнутого выпуклого мно-
гогранника с треугольными гранями сумма числа α(δ) (т. е.
числа транспозиций рёбер при переходе от некоторого фикси-
рованного распределения δ0 ∈ ∆ к данному распределению δ ∈
∆) и числа перемен ориентации, претерпеваемых тетраэдрами
xixk′xk′′xk′′′ при этих транспозициях, является чётной.
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Из лемм 6.3 и 6.4, очевидно, вытекает, что определитель D
в формуле (36) представляется в виде суммы отличных от ну-
ля величин одного знака и поэтому сам отличен от нуля. Этим
завершается доказательство теоремы 6.1.

Доказательство леммы 6.3. На самом деле лемма 6.3 носит
топологический характер в том смысле, что она использует весь-
ма немногие свойства графа, составленного из рёбер выпуклого
многогранника. В этом смысле её можно было бы формулиро-
вать (и было бы удобнее доказывать) для планарных графов с
треугольными гранями. Но мы предпочитаем не обременять чи-
тателя сменой терминологии. Наиболее дотошные читатели пой-
мут, что теорема Е. Штейница 4.1 даёт нам такое право.

Прежде всего заметим, что у всякого замкнутого выпуклого
многогранника P с треугольными гранями существует внутрен-
няя вершина, в которой сходится 3, 4, или 5 его внутренних рёбер.

Если бы это было не так, то в каждой из его f1/3−1 внутрен-
них вершин сходилось бы не менее шести рёбер, а значит P имел
бы не менее 6(f1/3−1)/2 = f1−3 внутренних рёбер. Но тогда пол-
ное количество рёбер многогранника P заведомо превосходило бы
f1, что противоречит определению f1.

Далее мы будем поочерёдно брать вершину многогранника P ,
в которой сходится 3, 4, или 5 его внутренних рёбер и будем пере-
страивать многогранник P в окрестности этой вершины так, что
полученный новый многогранник P ′ будет иметь на одну верши-
ну меньше, чем P . При этом мы будем каждый раз прослеживать,
что если на P ′ нужное распределение δ′ имелось, то распределе-
ние δ с теми же свойствами может быть построено и на много-
граннике P . Тем самым мы будем сводить вопрос о существова-
нии распределения δ к аналогичному вопросу для многогранни-
ка с меньшим числом вершин. В конце концов мы доберёмся до
многогранника с наименьшим числом вершин, т. е. до тетраэдра.
Но для тетраэдра распределение δ, очевидно, существует: нуж-
но единственной внутренней вершине тетраэдра отнести все три
пересекающиеся в этой вершине внутренние ребра тетраэдра.

Таким образом для завершения доказательства леммы 6.3 нам
нужно научиться перестраивать в указанном выше смысле окрест-
ность произвольной вершины многогранника P , в которой сходят-
ся 3, 4 или 5 его внутренних рёбер.

Пусть в вершине A многогранника P сходятся ровно три его
внутренних ребра AB, AC и AD. Удалим из многогранника P три
треугольника ABC, ACD и ABD и заменим их одним треуголь-
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ником BCD. Полученный в результате многогранник обозначим
P ′. Как и было обещано, он имеет на одну вершину меньше, чем
многогранник P . Кроме того, если распределение δ′ на P ′ су-
ществует, то его совсем легко превратить в распределение на P :
достаточно отнести к вершине A все три сходящихся в ней ребра
AB, AC и AD.

Если быть более пунктуальным, то δ получается из распре-
деления δ′ добавлением к последнему четвёрки (i; k′, k′′, k′′′), где
номер i соответствует вершине A, а номера k′, k′′ и k′′′ — верши-
нам B, C и D соответственно. Наглядно же такая перестройки
изображена в верхней строке рис. 1, где каждое из рассматри-
ваемых рёбер снабжено стрелкой, исходящей из той вершины, к
которой это ребро отнесено.

Пусть теперь в вершинеA многогранника P сходятся ровно че-
тыре его внутренних ребра AB, AC, AD и AE. Поскольку любая
пара вершин в многограннике соединяется самое большее одним
ребром, то точка B отлична от D, точка C отлична от E. Кроме
того, в силу своей выпуклости, многогранник P не может содер-
жать в качестве своего ребра одновременнно и BD и CE. Пусть,
например, CE не является ребром многогранника P .

Образуем из P новый многогранник P ′, заменяя четыре тре-
угольника ABC, ACD, ADE и ABE, прилегающие к вершине A,
двумя треугольниками BCE и CDE.

Выберем в P ′ граничный треугольник так, чтобы отрезок CE
был в P ′ внутренним ребром. Это возможно, так как в P ′ име-
ются треугольники, отличные от BCE и CDE. Если теперь для
многогранника P ′ существует требуемое распределение δ′ и при
этом распределении ребро CE отнесено, скажем, к вершине C,
то для получения δ из δ′ проделаем следующее: (i) оставим без
изменения распределение рёбер, общих для многогранников P и
P ′, (ii) относём рёбра AB, AE и AD к вершине A, и (iii) заме-
ним ребро CE многогранника P ′ ребром AC многогранника P в
тройке рёбер, отнесённых к вершине C.

Схематически такая перестройка изображена во второй стро-
ке рис. 1, где как и раньше каждое из рассматриваемых рёбер
снабжено стрелкой, исходящей из той вершины, к которой это
ребро отнесено.
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Наконец, пусть теперь в вершине A многогранника P сходят-
ся ровно пять его внутренних рёбер AB, AC, AD, AE и AF . По-
скольку любая пара вершин в многограннике соединяется самое
большее одним ребром, то все точки B, C, D, E и F различ-
ны между собой. Кроме того, существует самое большее одно
ребро многогранника P , являющееся диагональю пятиугольни-
ка BCDEF . Мы можем поэтому принять что отрезки CF и DF
не являются рёбрами многогранника P .

Образуем теперь P ′ из P , заменяя пять треугольников с вер-
шиной A тремя треугольниками с вершиной F . Тогда если для P ′
существует распределение δ′, то мы сможем получить из δ′ рас-
пределение δ для P тремя различными путями, смотря по тому,
к каким вершинам отнесены рёбра CF и DF . Все эти три случая
изображены в строках 3–5 рис. 1, причём, как обычно, каждое
из рассматриваемых рёбер снабжено стрелкой, исходящей от той
вершины, к которой это ребро отнесено. Все другие возможности
сводятся к одному из этих трёх случаев переменой обозначений,
в том числе и подходящим переименованием точки F . Особо от-
метим, что в случае, соответствующем пятой строке рис. 1, ребро
EF отнесено к вершине E на многограннике P ′ и к вершине F на
многограннике P . Лемма 6.3 доказана.

Доказательство леммы 6.4 основано на том, что удаётся
сконструировать процесс, при помощи которого можно перейти
от какого-нибудь фиксированного распределения δ к любому дру-
гому и удаётся проследить, что на каждом шаге этого процесса
сумма числа α(δ), т. е. числа транспозиций рёбер, и числа перемен
ориентации, претерпеваемых тетраэдрами xixk′xk′′xk′′′ при этих
транспозициях, является чётной, что и составляет утверждение
леммы 6.4.

Этот процесс строится следующим образом. Пусть, скажем,
при распределении δ1 ребро x0x1 относится к вершине x0, а реб-
ро x1x2 — к x1, а при распределении δ2, напротив, ребро x0x1

относится к вершине x1, а ребро x1x2 — к x2. Тогда должно су-
ществовать ребро x2x3, которое при распределении δ1 относится
к вершине x2, а при δ2 — к x3.

Если принять во внимание конечность числа рёбер многогран-
ника P , то, продолжая этот процесс, мы придём к замкнутой ло-
маной линии xmxm+1 . . .xm+nxm, такой, что при распределении
δ1 каждое ребро xm+ixm+i+1 будет отнесено к вершине xm+i, а
при распределении δ2, наоборот, — к вершине xm+i+1. Такую за-
мкнутую ломаную линию, рёбра которой при некотором распре-
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делении δ отнесены к следующим за ними вершинам в цикличе-
ском порядке, называют кольцом распределения δ.

Можно показать, что от одного какого-нибудь распределения
δ1 можно перейти к любому другому распределению δ2, обращая
порядок следования в одном или нескольких кольцах δ1. Более
того, можно показать, что при обращении порядка следования в
кольце сумма числа α(δ), т. е. числа транспозиций рёбер, и числа
перемен ориентации, претерпеваемых тетраэдрами xixk′xk′′xk′′′
при этих транспозициях, является чётной. Подробности, связан-
ные с доказательством леммы 6.4, читатель может найти, напр.,
в [42].

В заключение этого параграфа сформулируем некоторые тео-
ремы жёсткости для невыпуклых многогранников в трёхмерном
евклидовом пространстве, полученные Л. Родригесом и Г. Ро-
зенбергом в [99].

Пусть Σ обозначает симплициальный комплекс, гомеоморф-
ный сфере или проективной плоскости. Говорят, что M ⊂ R3 яв-
ляется многогранником, параметризованным с помощью Σ, если
M является образом Σ под действием непрерывного отображения
f , которое является изометрией на каждой грани Σ, причём отраз
каждой грани Σ под действием f является выпуклым многоуголь-
ником в R3. Более того, предполагается, что f или инъективно
на звезде каждой вершины или имеет устойчивую особенность в
v. Последнее означает, что с комбинаторной точки зрения доста-
точно малая окрестность вершины v в M является конусом над
цифрой 8.

Говорят, что многогранник N , параметризованный с помощью
Σ, ε-близок к многограннику M , если N является образом Σ под
действием отображения f̃ и, для каждой грани F комплекса Σ,
хаусдорфово расстояние между множествами f(F ) и f̃(F ) не пре-
восходит ε.

Рассматриваемые в [99] многогранники M считаются оснащё-
ными единичными векторами нормалей к граням, в том смысле,
что каждой грани F приписан единичный вектор n, ортогональ-
ный к этой грани (причём векторы такого оснащения на неко-
торых гранях могут быть «внутренними нормалями» к M , а на
некоторых — «внешними нормалями»).

Далее для каждой вершины v многогранника M следующим
образом строится её гауссов образ g(v): если F1, . . . , Fk — гра-
ни многогранника M , инцидентные вершине v, занумерованные
в порядке, соответствующем какому-нибудь обходу вокруг вер-
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шины v, и если n1, . . . , nk — соответствующие этим граням век-
торы оснвщенияM , то g(v) — это сферический многоугольник на
единичной сфере S2, образованный дугами кратчайших, соединя-
ющих точки n1, n2; n2, n3; . . .nk, n1.

В [99] доказана, например, следующая теорема:

Теорема 6.5 Предположим, что оснащение многогранника M
может быть выбрано так, что гауссов образ каждой верши-
ны является выпуклым многоугольником на сфере S2. Тогда M
является ε-жёстким, т. е. всякий многогранник N , имеющий
то же комбинаторное строение, что и M , и ε-близкий к M , с
необходимостью конгруэнден M .

Отметим, что всякий выпуклый многогранник заведомо удо-
влетворяет условиям теоремы 6.5, поскольку в этом случае в ка-
честве оснащения можно взять, например, векторы внешних нор-
малей к граням. В [99] показано, что теорема 6.5 применима к
некторым невыпуклым многогранникам, а также доказаны раз-
личные (в том числе нелокальные) теоремы жёсткости для мно-
гогранников, в которых выпуклость многогранника заменяется
тем или иным ограничением на гауссов образ вершин.

Результат, близкий к теореме 6.5, получен также Г. Ю. Па-
ниной [87].

7 Существование изгибаемых
многогранников

В этом параграфе мы докажем следующую теорему

Теорема 7.1 В трёхмерном евклидовом пространстве существу-
ют изгибаемые многогранники, гомеоморфные сфере.

Все построенные предлагаемым ниже способом изгибаемые
многогранники имеют самопересечения. Замкнутые изгибаемые
многогранники с самопересечениями были построены Р. Брика-
ром [27] ещё в 1897 г. Устранить самопересечения удалось лишь в
1976 г. Р. Коннелли [32, 33]. Тогда же развернулось настоящее
соревнование за построение подобного примера с наименьшим
числом вершин, в которое были вовлечены, напр., П. Делинь и
Н. Кёйпер. Наиболее изящный пример изгибаемого замкнутого
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многогранника без самопересечений был построен К. Штеффе-
ном приблизительно в 1978 году. Он содержит всего девять вер-
шин — на одну больше, чем у куба. Сам К. Штеффен ничего не
опубликовал о своем многограннике, но его построение хорошо
известно, см. напр., [13, 22, 107]. Мы воспроизведём его в конце
этого параграфа.

В частной переписке К. Штеффен объяснил отсутствие его
собственной публикации на эту тему тем, что он посчитал по-
лученные им результаты не законченными, поскольку хотел не
просто построить пример изгибаемого многогранника без само-
пересечений с девятью вершинами, но намеревался доказать, что
не существует изгибаемого многогранника без самоперечений, го-
меоморфного сфере и имеющего 8 или меньше вершин. Некоторое
продвижение в этом направлении достигнуто в пока ещё не опуб-
ликованной статье И. Г. Максимова [72], где показано, что если
многогранник P (i) имеет 8 вершин, (ii) не имеет самопересече-
ний, и (iii) комбинаторное строение P отличается от комбинатор-
ного строения одного явно указанного многогранника, то P не
изгибаем.

Наиболее удивительное свойство изгибаемых многогранников
было установлено И. Х. Сабитовым, опубликовавшим в 1996 году
полное доказательство того, что любой изгибаемый многогран-
ник (даже с самопересечениями) в R3 сохраняет ограничивае-
мый им (ориентированный) объём в процессе изгибания [104]. По-
следнее утверждение несколько десятилетий было известно как
«гипотеза кузнечных мехов». Другие его доказательства даны в
[36, 105, 106]. С ним можно познакомиться также по обзорной
статье [112]. В трёхмерном сферическом пространстве заведомо
существуют изгибаемые многогранники (с самопересечениями),
не сохраняющие объём в процессе изгибания [11]. Положение дел
в трёхмерном пространстве Лобачевского и многомерных евкли-
довых пространствах остаётся открытой проблемой.

Другое важное свойство изгибаемых многогранников установ-
лено в евклидовых пространствах любой размерности ≥ 3. Оно
состоит в том, что при бесконечно малом изгибании ориентиру-
емого многогранника его полная средняя кривизна стационарна,
откуда, конечно, вытекает, что в процессе изгибания полная сред-
няя кривизна ориентируемого изгибаемого многогранника оста-
ётся постоянной. (Напомним, что полной средней кривизной мно-
гогранника в Rn называется распространённая на все его (n−2)-
мерные грани сумма произведений (n − 2)-мерного объёма этой
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грани на дополнение до π величины внутреннего двугранного
угла при этой грани.) Этот результат тесно связан с формулой
Л. Шлефли. Впервые он был установлен Р. Александером [2], а
затем передоказан многими авторами, и перенесён на гладкие ги-
перповерхности евклидовых пространств размерности ≥ 3, см.,
напр., [15, 113, 117, 118].

Перейдём непосредственно к построению изгибаемых много-
гранников в R3.

Лемма 7.2 Пусть P : Σ → R3 — строго выпуклый многогран-
ник с треугольными гранями, гомеоморфный сфере и пусть Q
— многогранный диск, полученый из P удалением двух смежных
граней. Тогда Q — изгибаемый многогранник.

Доказательство. Фиксируем треугольник ∆ ⊂ Σ такой, что
P (∆) ⊂ Q. Пусть комплекс Σ имеет v вершин (0-граней) V1, V2, . . . , Vv
и пусть Vv−2, Vv−1, Vv ∈ ∆. Предположим, что Σ имеет e рёбер (1-
граней), причём рёбра, помеченные индексами e − 2, e − 1 и e
лежат в ∆.

Рассмотрим семейство всех многогранников P : Σ → R3 та-
ких, что P|∆ = P |∆. Это семейство зависит от 3v − 9 парамет-
ров, x1, y1, z1, . . . , xv−3, yv−3, zv−3, где (xj , yj , zj) = P(Vj) (j =
1, 2, . . . , v − 3) — координаты j-ой вершины P.

Пусть вершины P(Vj) и P(Vk) (j, k = 1, 2, . . . , v−3) соединены
ребром и пусть это ребро помечено индексом m (m = 1, 2, . . . , e−
3). Определеим вспомогательнкю вещественно-значную функцию
fm с помощью формулы

fm(x1, y1, z1, . . . , xv−3, yv−3, zv−3) = [(xj−xk)2+(yj−yk)2−(zj−zk)2]/2.

Компоненты вектор-функции f = (f1, f2, . . . , fe−3) представляют
собой половины квадратов длин тех рёбер P, которые не принад-
лежат P(∆).

Согласно формуле Эйлера 3v− e = 6 и, следовательно, e−3 =
3(v−3). Это означает, что матрица Якоби отображения f является
квадратной. Очевидно, её m-я строка имеет вид:

(0 . . . 0 xj − xk yj − yk zk − zj 0 . . .
. . . 0 xk − xj yk − yj zj − zk 0 . . . 0).

Эта матрица уже встречалась нам в предыдущем параграфе
как матрица системы (35). Мы обозначали её через M и доказы-
вали, что её определитель D отличен от нуля (см. доказательство
теоремы 6.1).
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Из того, что якобиан отображения f отличен от нуля в точке,
соответствующей многограннику P : Σ → R3, на основании тео-
ремы 1.1 заключаем, что f гомеоморфно отображает некоторую
окрестность U этой точки на ее образ f(U).

Для любого t, достаточно близкого к нулю, существует точка
f t = (f t1, f

t
2,. . . , f te−3) ∈ f(U) со следующими свойствами:

α) f tm равняется сумме числа t и значения функции fm в точке,
соответствующей многограннику P , еслиm соответствует именно
тому ребру комплекса Σ, которое является общим для тех тре-
угольников, которые были удалены из P при построении Q, и

β) f tm равняется значению функции fm в точке, соответстую-
щей многограннику P , в противном случае.

Поскольку f является локальным гомеоморфизмом, то суще-
ствует многогранник P ∗t такой, что f отображает точку окрест-
ности U , соответствующую P ∗t , именно в точку f t. Это означает,
что сколь угодно близко к P существует многогранник P ∗t , ко-
торый не конгруэтен P и все его рёбра, за исключением того, в
котором сходятся две грани, удалённые при построении Q, имеют
те же самые длины, что и соответствующие рёбра P . Удалив из
P ∗t эти две грани, мы получим многогранник Q∗t , который сколь
угодно близок к Q, изометричен Q во внутренних метриках, но
не конгруэнтен Q.

В [47] показано, что существование такого семейства много-
гранников Q∗t влечёт существование семейства многогранников
Qt, которое аналитично по отношению к параметру t и которое
удовлетворяет следующим условиям: i) Q0 = Q; ii) длина каж-
дого ребра многогранника Qt не зависит от t; iii) сущестуют две
вершины многогранника Qt не является постоянным по t. Сле-
довательно, семейство {Qt} является нетривиальным изгибанием
многогранника Q. Лемма 7.2 доказана.

Пусть α обозначает прямую, а x — точку в R3, не лежащую
на α. Проведём через x перпендикуляр α⊥ к α и обозначим точку
пересечения прямых α и α⊥ через y. Обозначим через fα(x) та-
кую точку, что fα(x) ∈ α⊥ и |fα(x)− y| = |x− y| = |fα(x)− x|/2.
Возникающее при этом отображение fα : R3 → R3 называем от-
ражением относительно прямой α в пространстве.

Очевидно, отражение относительно прямой α является изо-
метрией пространства.

Ниже нам понадобится следующее утверждение, которое впер-
вые было использовано в нужном нам контексте, по-видимому,
Н. Кёйпером [63]:
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Лемма 7.3 Пусть q1q2q3q4 — пространственный четырёхуголь-
ник в R3, обладающий следующими свойствами (см. рис. 1):

1) противоположные стороны четырёхугольника q1q2q3q4 по-
парно равны, т. е. |q1 − q2| = |q3 − q4| и |q2 − q3| = |q4 − q1|;

2) средняя точка q5 диагонали q1q3 не совпадает со средней
точкой q6 диагонали q2q4.

Тогда отражение относительно α, проходящей через точки
q5 и q6, переводит четырёхугольник q1q2q3q4 в себя.

α

q1

q2

q3

q4

q5

q6

Рис. 1

Доказательство. Из условий леммы следует, что треуголь-
ники q1q2q3 и q1q3q4 имеют попарно равные стороны. Поэтому
соответственные медианы треугольников q1q2q3 и q1q3q4 имеют
равные длины: |q2 − q5| = |q4 − q5|. А значит треугольник q2q4q5

является равнобедренным и отрезок q5q6 является не только ме-
дианой, но и высотой. Следовательно, прямая α ортогональна
прямой q2q4 и отражение относительно α меняет точки q2 и q4

местами.
Аналогично, треугольники q1q2q4 и q2q3q4 имеют попарно рав-

ные стороны, их медианы q1q6 и q3q6 имеют равные длины, пря-
мая α ортогональна прямой q1q3, а отражение относительно пря-
мой α меняет местами точки q1 и q3.
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В итоге мы получаем, что отражение относительно прямой α
отображает четырёхугольник q1q2q3q4 на себя, что и завершает
доказательство леммы 7.3.

Доказательство теоремы 7.1. Пусть Q — многогранный
диск в трёхмерном евклидовом пространстве R3, обладающий
следующими свойствами:

A) Q получен из некоторого строго выпуклого многогранника
P , гомеоморфного сфере посредством удаления двух смежных
треугольных граней;

B) граница ∂Q многогранника Q является четырёхугольни-
ком, удовлетворяющим условиям леммы 7.3;

C) Q не симметричен относительно той прямой, относительно
которой симметричен четырёхугольник ∂Q.

Из леммы 7.3 вытекает, что многогранник Q является изги-
баемым. Пусть {Qt} (0 ≤ t ≤ 1) обозначает нетривиальное из-
гибание многогранника Q. Используя лемму 7.3, заключаем, что
для каждого t, граница ∂Qt многогранника Qt переходит в себя
при отражении относительно некоторой прямой линии. Обозна-
чим это отражение через Rt. Тогда {Qt ∪ Rt(Qt)} (0 ≤ t ≤ 1)
является нетривиальным изгибанием многогранника Q ∪ R0(Q),
гомеоморфного сфере. Теорема 7.1 доказана.

Приведённое выше доказательство теоремы 7.1, после очевид-
ных изменений, позволяет строить изгибаемые многогранники,
гомеоморфные сфере, в трёхмерном сферическом пространстве,
а также трёхмерных пространствах Лобачевского и Минковского,
см. [14].

Как и было обещано выше, завершим настоящий параграф
построением изгибаемого многогранника К. Штеффена, которое
мы дадим в виде рекомендаций по склеиванию модели из картона.
Ключевую роль при этом будет играть некоторый вспомогатель-
ный многогранник, называемый октаэдром Брикара 1-го типа.
Описание октаэдров Брикара других типов можно найти, напр.,
в [102].

Начертим на картоне фигуру, изображённую на рис. 2. Буквы
a, b, c и d обозначают длины соответствующих сторон. Хорошо
подходят значения a = 12, b = 10, c = 5 и d = 11. Вырежем нари-
сованную фигуру по сплошным линиям и согнём по штриховым.
Два левых треугольника, имеющих стороны длины c, отогнём из
плоскости рисунка на себя и склеим между собой вдоль стороны
длины c. Два правых треугольника со сторонами длины c отогнём
из плоскости рисунка от себя и приклеим их друг к другу вдоль
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стороны длины c. В результате получится невыпуклый незамкну-
тый многогранник P , изображённый на рис. 3. Сплошными лини-
ями на этом рисунке изображены видимые рёбра многогранника
P , а штриховыми — рёбра, заслонённые гранями P . Рёбра AE,
ED, DF и AF составляют границу P — к каждому из них при-
легает лишь по одной грани многогранника P .

a
b b

a

c d c

c c

b

a a

b

Рис. 2

Очевидно, что что многогранник P является изгибаемым: ес-
ли треугольник BCE фиксировать в пространстве, то точку F
можно двигать «вправо—влево» как показано стрелками на рис.
3. При этом положение точек A и D также будет меняться, но,
что особенно важно для нас сейчас, расстояние между точками
A и D будет оставаться постоянным.

Чтобы убедиться в этом, рассмотим двугранный угол S, од-
ной гранью которого служит полуплоскость s1, проходящая через
точку B и ограниченная прямой EF , а другой гранью — полу-
плоскость s2, проходящая через точку C и ограниченная прямой
EF . Повернём полуплоскость s1 вокруг прямой EF так, чтобы но-
вая полуплоскость t1 проходила через точку A. В соответствии с
рис. 3 для этого надо повернуть s1 «на себя» на величину двугран-
ного угла тетраэдра ABEF при ребре EF . Аналогично повернём
полуплоскость s2 вокруг прямой EF так, чтобы новая полуплос-
кость t2 проходила через точку D. Следуя рис. 3, для этого надо
повернуть s2 «от себя» на величину двугранного угла тетраэд-
ра CDEF при ребре EF . Однако при любом положении точки
F соответствующие стороны тетраэдров ABEF и CDEF равны
между собой. Поэтому тетраэдры ABEF и CDEF конгруэнтны,
в частности, равны между собой двугранные уноы этих тетра-
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эдров при ребре EF . Значит, двугранный угол T , образованный
полуплоскостями t1 и t2, равен двугранному углу S. Таким обра-
зом мы получаем, что в тетраэдрах BCEF и ADEF пять сторон
попарно равны между собой (BE = AF , BF = AE, CF = DE,
CE = DF и EF — общая сторона) и, кроме того, равны между
собой двугранные углы T и S, противолежащие шестой стороне,
т. е. углы, противолежащие сторонам BC и AD соответственно.
Следовательно, тетраэдры BCEF и ADEF равны между собой,
а значит, AD = BC = d для любого положения вершины F , как
и утверждалось выше.

E

a
b b

Da

B
d

c

C
c

b
A

a
b

a

F

Рис. 3

Поскольку длина отрезка AD постоянна при всевозможных
положениях вершины F , то к многограннику P можно мысленно
приклеить два картонных треугольника ADE и ADF , причём по-
лучившаяся при этом многогранникQ будет по-прежнему изгиба-
емым. Это приклеивание, конечно, не может быть осуществлено
реально: например, грани ADE и BCE пересекутся по линии, не
являющейся ребром многогранника Q; при изгибании Q эта ли-
ния будет менять своё положение на каждой из граней ADE и
BCE, чего невозможно добиться на картонной модели.
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Многогранник Q — это и есть октаэдр Брикара 1-го типа. Как
и обычный октаэдр, он имеет 6 вершин (A, B, C, D, E и E),
12 рёбер (AB, AD, AE, AF , BC, BE, BF , CD, CE, CF , DE
и DF ) и 8 граней (ABE, ABF , BCE, BCF , CDE, CDF , ADE
и ADF ). Понятно, что октаэдр Брикара является невыпуклым,
изгибаемым и имеет самопересечения.

Изготовим две одинаковые копии P1 и P2 описанного выше
многогранника P . Вершины многогранника P1 обозначим теми
же буквами, что и вершины многогранника P , снабжёнными ин-
дексом 1. Аналогично будем обозначать вершины P2.

Начертим на картоне фигуру, состоящую из двух треугольни-
ков, как изображено в левой части рис. 4. Как и раньше, буквы
a и e обозначают длины соответствующих сторон. К выбранному
ранее значению a = 12 хорошо подходит e = 17. Вырежем нари-
сованную фигуру по сплошным линиям и согнём по пунктирной.
Получившийся незамкнутый многогранник обозначим через R,
см. правую часть рис. 4.

a

a a

a

e

K M

N L

Рис. 4

Теперь всё готово для склеивания многогранника К. Штеф-
фена.

Зафиксируем положение многогранника R а трёхмерном про-
странстве так, чтобы расстояние между точками L и N было рав-
но d. Другими словами, в дальнейшем не будем менять величину
двугранного угла многогранника R при ребре KM .

Совместим точки K и E1, A1 и L, D1 и N и склеим много-
гранники P1 и R вдоль рёбер A1E1 и KL, а также вдоль E1D1 и
KN , см. рис. 5. Ясно что после такого приклеивания даже при
фиксированной выше форме многогранника R точка F1 допус-
кает непрерывные движения (ведь фиксация расстояния между
точками A и D не мешает изгибаниям октаэдра Брикара, частью
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которого является P1). Более точно, точка F1 может произвольно
двигаться по окружности с центром в середине отрезка A1D1, ле-
жащей в плоскости, перпендикулярной этому отрезку. При этом
форма граней многогранников P1 и R не изменяется, а меняются
только некоторые их двугранные углы.

Аналогично совместим точки E2 иM ,D2 и L, A2 и N и склеим
многогранники P2 и Q вдоль рёбер A2E2 и MN , а также вдоль
D2E2 и LM , см. рис. 5. Ясно, что точка F2 может произвольно
двигаться по той же окружности, что и точка F1. Следователь-
но, придав произвольную форму многограннику P1 (а значит, по-
местив F1 в произвольную точку указанной выше окружности),
можно так изогнуть P2 (не меняя, конечно, размеров его граней,
а изменяя только двугранные углы), чтобы точка F2 совпала с
F1. Но тогда рёбра A1F1 и D2F2, а также D1F1 и A2F2 попарно
совместятся друг с другом, и получится замкнутый многогран-
ник, изгибаемость которого гарантируется произволом в выборе
точки F1 (или, что то же самое, совпадающей с ней точки F2).
Этот многогранник и называется многогранником Штеффена.

K M

N

L
E1 E2

C1 C2

D1B1

A1

A2

D2

B2

F1 F2

Рис. 5

На рис. 6 приведена удобная для склеивания развёртка выше-
описанного многогранника Штеффена. Ей нужно придать такую
форму в пространстве, чтобы двугранные углы (измеренные из-
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нутри многогранника) при рёбрах, нарисованных пунктиром, бы-
ли больше развёрнутого угла, а при рёбрах, нарисованных сплош-
ной линией — меньше развёрнутого угла.

Элегантный пример изгибаемого октаэдра в четырёхмерном
евклидовом пространстве построен в [131, Гл. 7]. Там же обсуж-
дается остающаяся актуальной до сих пор проблема отсутствия
примеров компактных изгибаемых многогранников без края в ев-
клидовых пространствах размерности ≥ 5.

Рис. 6

Пример из [131, Гл. 7] обобщен в статье [121], где построена
серия изгибаемых октаэдров в R4.

Не известно ни одного примера многомерного компактного из-
гибаемого многогранника без края, не имеющего самопересече-
ний.

8 Единственность выпуклого
многогранника с данной развёрткой

В этом параграфе мы наметим доказательство следующей теоре-
мы, которая уже обсуждалась ранее, см. теорему 5.2:
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Теорема 8.1 Выпуклые многогранники, одинаково составленные
из равных граней, конгруэнтны, то есть совмещаются движе-
нием или движением и отражением всего пространства.

Обсуждаемое нами доказательство принадлежит А. В. Пого-
релову [93] и опирается на две леммы 8.2 и 8.3, первая из которых
восходит к основополагающей работе О. Л. Коши [30], а вторая,
по-видимому, принадлежит А. В. Погорелову, но мы приводим её
доказательство, данное Ю. А. Волковым [127].

Лемма 8.2 Если два выпуклых многогранных угла составлены
из соответственно равных плоских углов, следующих друг за
другом в одинаковом порядке, то либо эти многогранные углы
равны, либо при обходе вокруг вершины разности величин их со-
ответствующих двугранных углов меняют знак не менее четы-
рёх раз.

Доказательство леммы 8.2 входит практически во все кни-
ги, где рассматривается однозначная определённость выпуклых
многогранников, см., напр., [6, 22, 68]. Поэтому мы его опустим,
отсылая заинтересованного читателя к указанным книгам. Особо
обратим внимание читателя на недавнюю статью И. Х. Сабитова
[108], в которой дано принципиально новое аналитическое доказа-
тельство леммы 8.2 и детально изложена историческая интрига,
связанная с этой леммой: в её доказательстве, данном О. Л. Ко-
ши, имеется существенный дефект, отмеченный и исправленный
Е. Штейницем [122].

Лемма 8.3 Пусть P и P ′ — изометричные выпуклые много-
гранные углы, e1, . . . , en — единичные векторы, направленные по
рёбрам угла P из его вершины, α1, . . . , αn — двугранные углы при
этих рёбрах, а α′1, . . . , α

′
n — соответствующие двугранные уг-

лы P ′. Пусть r — любой вектор, направленный из вершины P
внутрь этого угла. Тогда

ω = r
∑

k

(αk − α′k)ek ≥ 0,

причём равенство достигается только в том случае, если P и
P ′ равны.

Другими словами лемму 8.3 формулируют так: Если углы P
и P ′ не равны, то вектор

Ω =
∑

k

(αk − α′k)ek
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отличен от нуля и направлен внутрь сферического изображения
угла P .

Заметим, что в лемме 8.3 рёбрами угла P называются не толь-
ко собственно рёбра P , но и те полупрямые на его гранях, которые
по изометрии соответствуют рёбрам угла P ′.

Доказательство леммы 8.3 состоит в проверке того, что все
векторы e1, . . . , en образуют с Ω тупые углы, т. е.

Ωek =
∑

j

(α′j − αj)ejek =
∑

j

(α′j − αj) cos γjk < 0, (37)

где γjk — угол между ej и ek. Для этой цели, считая многогран-
ный угол P не конгруэнтным P ′, явным образом строят деформа-
цию угла P , приближающую его к P и уменьшающую величину

Φk =
∑

j

(α′j − αj) cos γjk.

С учётом непрерывности Φk, связности множества всех выпук-
лых многогранных углов и того, что Φk = 0 при P = P ′, это и
означает, что Φk < 0 для всех P 6= P ′. Детали доказательства
леммы 8.3 можно найти в [127].

Доказательство теоремы 8.1. Пусть Π и Π′ — изометрич-
ные во внутренних метриках замкнутые выпуклые многогранни-
ки. Обозначим через P — произвольную вершину Π, через a —
произвольное ребро (а также его длину) и через α — двугранный
угол при этом ребре. Для многогранника Π′ будем употреблять
те же обозначения со штрихом. Возьмём внутри многогранника Π
произвольную точку O и обозначим через rP вектор с началом в
O и концом в P . Составим выражения ω = ωP для многогранных
углов P многогранника Π и векторов rP и просуммируем по всем
вершинам P . По лемме 8.3 получим

∑

(P )

ωP ≥ 0.

Перейдём в левой части этого неравенства от суммирования
по вершинам (P ) к суммированию по рёбрам (a) многогранника
Π. Получим

∑

(P )

ωP = −
∑

(a)

a(α− α′) = −
∑

(a)

aα+
∑

(a′)

a′α′ ≥ 0.
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(Здесь учтено, что длины соответствующих рёбер многогранни-
ков Π и Π′ равны, т. е. что a′ = a.)

Меняя, если нужно, ролями многогранники Π и Π′, можно
считать, что ∑

(a)

aα ≥
∑

(a′)

a′α′.

Тогда ∑

(P )

ωP = 0.

Однако по лемме 8.3 все слагаемые в последней сумме неотрица-
тельны: ωP ≥ 0. Следовательно, для всех многогранных углов P
многогранника Π имеем ωP = 0. По лемме 8.3 это влечёт за собой
равенство многогранных углов P и P ′. А отсюда уже с очевидно-
стью вытекает равенство самих многогранников Π и Π′. Теорема
8.1 доказана.

9 Существование выпуклого
многогранника с данной развётркой

В этом параграфе мы наметим доказательство следующей теоре-
мы, которая уже обсуждалась ранее, см. теорему 5.3:

Теорема 9.1 Из всякой развёртки, гомеоморфной двумерной сфе-
ре и имеющей суммы углов в вершинах ≤ 2π, можно склеить
выпуклый многогранник.

Обсуждаемое нами доказательство принадлежит А. Д. Алек-
сандрову [6] и основано на «лемме об отображении» 3.3.

Интуитивное представление о развёртке многогранника имеет
каждый, кто клеил многогранники из нарезанных из бумаги мно-
гоугольников: набор таких многоугольников с указанием правила
склеивания их по сторонам и есть развёртка.

Точнее говоря, развёрткой мы называем совокупность конеч-
ного числа выпуклых многоугольников с указанным правилом
«склеивания» их по сторонам. Под «склеиванием» двух отрезков
понимается задание их взаимно однозначного и взаимно непре-
рывного отображения одного отрезка на другой, при котором
соответственные точки отождествляюися, считаясь уже за одну
точку развёртки. При этом считается, что правило склеивания
удовлетворяет следующим требованиям:
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(1) Если точка A отождествлена с B, а B — с C, то A отож-
дествлена с C.

(2) Любые отождествляемые при склеивании отрезки сторон
имеют равные длины.

(3) От каждого многоугольника к другому можно перейти,
двигаясь по многоугольникам, имеющим склеенные стороны.

(4) Каждая сторона каждого многоугольника либо не скле-
ивается ни с какой стороной, либо склеивается только с одной
стороной.

Последнее условие означает, что при склеивании не должен
получиться «ветвящийся многогранник» (рассмотрение послед-
них выходит за рамки настоящей работы и мы ограничимся толь-
ко одной ссылкой на статью [51], где они изучаются). Граница
развёртки состоит из точек тех сторон, которые не склеены ни
с какими другими сторонами. Стороны и вершины многоуголь-
ников развёртки мы называем рёбрами и вершинами развёртки,
считая при этом отождествлённые стороны и вершины за одно
ребро и одну вершину развёртки.

Выпуклый многогранник есть частный случай развёртки: он
составлен из выпуклых многоугольников — граней, и отождеств-
ления в нём уже реализованы реальным склеиванием граней.

Говорят, что развёртка R′ получена из развёртки R путём раз-
резывания и склеивания, если существует третья развёртка Q,
которая получается и из R и из R′ разрезанием составляющих их
многоугольники на более мелкие.

Можно показать, что развёртка R′ получена из развёртки R
путём разрезывания и склеивания если и только если эти развёрт-
ки изометричны во внутренних метриках, т. е. если между точка-
ми развёрток R′ и R может быть установлено соответствие, при
котором внутренние расстояния между парами соответствующих
точек равны [6, Гл. I, §6]. При этом за внутреннее расстояние меж-
ду двумя точками развёртки принимается нижняя граница длин
ломаных, соединяющих эти точки.

Говорят, что многогранник P склеен из развёртки R, если
склеивания (отождествления) только указанные в развёртке, дей-
ствительно осуществлены на многограннике. Точнее говоря, это
означает, что многогранник допускает такое разбиение R′ на кус-
ки — «многоугольники» Q′, ограниченные линиями — «рёбра-
ми», сходящимися в «вершинах» разбиения R′, что выполнены
два условия:
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(1) Развёртка R и разбиение R′ имеют одинаковое строение,
т. е. каждому многоугольнику, ребру и вершине развёртки R от-
вечает «многоугольник», «ребро» и «вершина» разбиения R′ так
что при этом соответствии сохраняется отношение принадлежно-
сти (ребра — многоугольнику, вершины — ребру).

(2) Если «многоугольник» Q′ из R′ соответствует многоуголь-
никуQ изR, тоQ′ можно развернуть на плоскость так, что он сов-
падёт с Q, причём его рёбра и вершины совпадут с соответствен-
ными рёбрами и вершинами многоугольника Q. Разворачивание
на плоскость состоит в том, что те многоугольные куски граней
многогранника P , из которых состоит данный «многоугольник»
Q′, раскладываются на плоскости и прикладываются друг к дру-
гу также, как они прилегали на многограннике. Условие, что Q′
можно развернуть на плоскость, означает, что такое прикладыва-
ние его кусков действительно можно осуществить на плоскости.

Из данного определения склеивания многогранника из раз-
вёртки ясно, что многоугольники и рёбра развёртки могут вовсе
не соответствовать граням и рёбрам многогранника. На рис. 1
представлены две развёртки правильного тетраэдра, в виде па-
раллелограммов, разбитых на треугольники. Склеиваемые вер-
шины обозначены одинаковыми буквами. В первом случае тре-
угольники развёртки соответствуют граням тетраэдра, а во вто-
ром — нет. Обе развёртки имеют одинаковое строение.

A C A C A C

B D B B D B

1
2

3
4

Рис. 1

Теорема 9.1 утверждает, что из всякой развёртки, гомеоморф-
ной сфере и имеющей суммы углов в вершинах ≤ 2π, можно скле-
ить выпуклый многогранник, но она ничего не говорит о том, бу-
дут ли многоугольники развёртки соответствовать граням полу-
чившегося многогранника. Задача распознавания истинных гра-
ней многранника по его развёртке не решена до сих пор и пред-
ставляется безнадёжно трудной.
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Без ограничения общности всегда можно считать, что развёрт-
ка составлена из треугольников. Именно так мы и будем посту-
пать в дальнейшем.

Обозначим через M множество всех (составленных из тре-
угольников) развёрток данного строения K, каждая из которых
гомеоморфна двумерной сфере и имеет сумму углов в каждой из
своих вершин < 2π. (Можно показать, что всякую развёртку, го-
меоморфную сфере и имеющую суммы углов в вершинах ≤ 2π,
т. е. такую, о которой идёт речь в теореме 9.1, можно заменить
изометричной ей развёрткой из M, см. [6, Гл. 4, §1, лемма 2].)
Снабдим M структурой многообразия следующим образом.

Пусть развёртка данного строения K имеет k рёбер. Так как
плоские треугольники, составляющие развёртку, однозначно опре-
деляются длинами своих сторон, то множество всех развёрток
данного строения K изобразится в Rk в виде некоторой области
M0. Единственные условия, которым должны удовлетворять дли-
ны рёбер, это «неравенства треугольника»: сумма длин каждых
двух сторон треугольника должна быть больше длины третьей
его стороны, т. е. ri + rj > rl. (Положительность длин уже следу-
ет из этих неравенств: сложив неравенства ri+rj > rl и ri+rl > rj
получим 2ri + rj + rl > rj + rl, откуда ri > 0.) Эти неравенства —
линейные, и поэтому каждое из них определяет некоторое полу-
пространство в Rk. Пересечение этих полупространств и образует
область M0. Ясно, что эта область является внутренностью мно-
гогранного угла с вершиной в начале и заведомо не пуста. Чтобы
убедиться в последнем достаточно приписать всем рёбрам одну и
ту же длину: все неравенства треугольника удовлетворятся.

Совокупность развёрток данного строения K, каждая из ко-
торых имеет сумму углов в каждой из её вершин < 2π, изобра-
жается множеством M, являющимся частью области M0.

Сумма
∑
j ϕij углов, сходящихся в вершине (i — номер верши-

ны, j — номер угла при этой вершине), есть непрерывная функция
длин рёбер. Множество M определяется неравенствами

∑
j ϕij <

2π (i пробегает все вершины) и, следовательно, представляет со-
бой открытое множество в Rk.

Могло бы оказаться, что множество M пусто. Но тогда теоре-
ма 9.1 была бы верна тривиальным образом: она ведь утверждает,
что если имеется указанная в теореме развёртка, то из неё можно
склеить выпуклый многогранник. Поэтому мы будем предпола-
гать, что M не пусто и будем снабжать его структурой многооб-
разия, наследуемой из объемлющего пространства Rk. Очевидно
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размерность многообразия M равна k.
Определённая выше операция склеивания выпуклого много-

гранника из развёртки задаёт некоторое отображение развёртки
на многогранник и тем самым — отображение на него комплек-
са K, задающего комбинаторное строение развёртки. Комплекс
треугольников, получающихся при этом на многограннике, назы-
вается его K-триангуляцией, а сам многогранник при этом на-
зывается K-триангулированнным.

Два K-триангулированных многогранника считаются равны-
ми, если существует движение всего пространства R3 или движе-
ние с отражением, приводящие в совпадение эти многогранники
вместе с ихK-триангуляциями. Таким образом всеK-триангулированные
многогранники распадаются на классы равных между собой. Мно-
жество этих классов превращается в многообразие, называемое
«многообразием K-триангулированных многогранников» и обо-
значаемое через P. Это делается следующим образом.

Фиксируем четыре вершины A, B, C и D комплекса K и, как
всегда, будем предполагать, что в арифметическом пространстве
R3 задана каноническая декартова система координат. Будем го-
ворить, что K-триангулированный многогранник P находится в
каноническом расположении, если точка многогранника P , соот-
ветствующая вершине A комплекса K, находится в начале коор-
динат; точка, соответствующая вершине B, находится на положи-
тельной полуоси первой координатной оси в R3; точка, соответ-
ствующая вершине C, находится на плоскости, проходящей через
первую и вторую координатные оси, причём её вторая коорди-
ната положительна; наконец, если многогранник P не является
дважды покрытым выпуклым многоугольником, то у точки, со-
ответствующей вершине D, третья координата положительна.

В каждом классе K-триангулированных многогранников есть
в точности один многогранник, находящийся в каноническом рас-
положении. В качестве базы окрестностей класса P в многообра-
зии K-триангулированных многогранников P называется сово-
купность классов Q ∈ P, таких, что (a) хаусдорфово расстояние
между многогранниками классов P и Q, находящимися в кано-
ническом расположении, не превосходит ε > 0 и (b) хаусдорфово
расстояние между K-триангуляциями, «нарисованными» на P и
Q, также не превосходит ε > 0.

Множество P, снабжённое такой системой окрестностей, ока-
зывается многообразием. В доказательстве этого факта существен-
ную роль играет следующее утверждение, доказательство кото-
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рого читатель может найти в [6, Гл. 4, §2, лемма 1].

Лемма 9.2 Пусть на выпуклом многограннике P0 имеется три-
ангуляция K, каждый треугольник которой можно развернуть
на плоскость. Тогда существует такое ε > 0, что если вершины
многогранника P удалены от вершин триангуляции K меньше,
чем на ε (причём каждой вершине триангуляции K соответ-
ствует одна и только одна вершина многограннка P ), то на P
можно построить, и притом единственным образом, триангу-
ляцию, близкую к K и имеющую то же строение.

Пусть у комплексаK имеется v вершин, k рёбер и f граней. То-
гда K-триангулированный многогранник P имеет v вершин (хотя
некоторые из них могут оказаться ложными в том смысле, что
сумма углов сходящихся в них треугольников равна 2π). В трёх-
мерном пространстве v точек задаются 3v координатами. Однако,
если многогранник P находится в каноническом расположении,
то некоторые из этих координат уже фоксированы, а именно —
у вершины A все три координаты равны нулю, у B равны нулю
вторая и третья координаты, а у C зануляется третья координата.
Поэтому точка в многообразии P задаётся (3v−6)-ю координата-
ми. Другими словами, размерность многообразия P равна 3v− 6.

Но из формулы Эйлера и того, что все грани комплекса K
треугольные следует, что v−k+f = 2 и 3f = 2k, а значит 3v−6 =
k. Таким образом, размерности многообразий M и P совпадают!

Определим естественное отображение f : P → M сопостав-
ляя каждому классу K-триангулированных многогранников ту
самую развёртку строения K, которая «уже нарисована» на мно-
гогранниках из этого класса. Утверждение теоремы 9.1 эквива-
лентно тому, что f сюръективно. Последнее устанавливается ин-
дукцией по числу вершин у триангуляции K.

Базу индукции составляет утверждение теоремы 9.1 для ком-
плексов K, имеющих всего три вершины. Несложные рассужде-
ния показывают, что в этом случае любой K-триангулированный
многогранник с необходимостью является дважды покрытым тре-
угольником и любая метрика строения K действительно может
быть реализована в виде дважды покрытого треугольника, см. [6,
Гл. 4, §3].

Шаг индукции состоит в том, что утверждение теоремы 9.1
предполагается выполненным для всех комплексов, имеющих мень-
ше вершин, чем заданный комплекс K и, с помощью леммы 3.3,
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при этом предположении доказывается, что отображение f сюръ-
ективно.

Взаимная однозначность f немедленно вытекает из теоремы
единственности выпуклого многогранника с данной развёрткой
8.1. Тем самым свойство (2) леммы 3.3 выполнено.

Непрерывность отображения f непосредственно вытекает из
определения окрестностей в многообразиях M и P. Тем самым
свойство (3) леммы 3.3 выполнено.

Cвойство (4) леммы 3.3 составляет содержание следующей
леммы, доказательство которой читатель может найти в [6, Гл.
4, §2, лемма 3].

Лемма 9.3 Пусть последовательность P1, . . . ,Pn, . . . классов K-
триангулированных многогранников из P такова, что последо-
вательность их развёрток R1, . . . , Rn, . . . сходится к некоторой
развёртке R ∈ M. Тогда из последовательности P1, . . . ,Pn, . . .
можно выделить подпоследовательность Pn1 , . . . ,Pni , . . . клас-
сов многогранников, сходящуюся в P к некоторому классу P,
т. е. такую подпоследовательность классов, для которых пред-
ставляющие их многогранники, находящиеся в каноническом рас-
положении, сходятся в метрике Хаусдорфа к находящемуся в
каноническом расположении представителю класса P вместе с
их K-триангуляциями.

Остаётся проверить свойство (1) леммы 3.3, то есть доказать,
что во всякой компоненте связности многообразия M имеются
реализуемые развёртки. Для этого рассмотрим, как и выше, мно-
жество M0 всех развёрток строенияK (а не только тех, у которых
сумма углов треугольников, сходящихся в каждой вершине < 2π;
именно последние и составляют множество M).

Оказывается, что, поскольку комплекс K имеет более трёх
вершин, то многообразие M имеет граничные точки в M0, причём
эти граничные точки состоят из развёрток R, у которых суммы
углов во всех вершинах ≤ 2π и в некоторых из них = 2π, см.
[6, Гл. 4, §1, лемма 3]. Далее устанавливается, что каждая та-
кая развёртка изометрична некоторой развёртке R0 с меньшним,
чем у R, числом вершин, причём сумма углов в каждой вершине
< 2π, см. [6, Гл. 4, §1, лемма 2]. Более того, можно показать, что
для любой компоненты связности M′ многообразия M существу-
ет граничная точка R0 компоненты связности M′ и столь малая
её окрестность U , что в U нет точек других компонент связности
многообразия M, см. [6, Гл. 4, §1, лемма 5].
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По предположению индукции из развёртки R0 можно склеить
некоторый выпуклый многогранник P0. Тем самым и из развёрт-
ки R удалось склеить выпуклый многогранник. Проблема заклю-
чается в том, что не все вершины развёртки R являются верши-
нами многогранника P0, потому что при некоторых из них сум-
мы углов равны 2π. Этим вершинам соответствуют на P0 точки
A1, . . . , Al, лежащие внутри его рёбер или граней. Выдвинув эти
точки наружу на достаточно малое расстояние, построим выпук-
лую оболочку совокупности этих смещённых точек и вершин мно-
гогранника P0. Граница этой выпуклой оболочки будет выпуклым
многогранником P с вершинами, близкими к вершинам развёрт-
ки R0, «нарисованной» на P0, причём точкам A1, . . . , Al будут
соответствовать истинные вершины многогранника P . Согласно
лемме 9.3 многогранник P допускаетK-триангуляцию, близкую к
развёртке R0. Другими словами, многогранник P допускает раз-
вёртку R1 строения K, близкую к развёртке R. Но теперь уже все
вершины этой развёртки R1 лежат в истинных вершинах много-
гранника P , а потому суммы углов во всех вершинах развёртки
R1 строго меньше 2π. Следовательно, развёртка R1 принадлежит
многообразию M. А так как она близка к развёртке R и вблизи
R нет иных развёрток из M, кроме принадлежащих рассматри-
ваемой связной компоненте M′, то R1 принадлежит этой связ-
ной компоненте. Но развёртка R1 реализована многогранником
P . Следовательно, в любой связной компоненте многообразия M
имеются реализуемые развёртки.

Таким образом доказано, что все условия леммы 3.3 выполне-
ны, и тем самым доказана теорема 9.1 о существовании выпукло-
го многогранника с данной развёрткой.

Замечание. Многомерные аналоги теоремы 9.1 не известны.
Приведённая выше схема доказательства для них совершенно не
годится, например, потому, что в многомерном случае многообра-
зие развёрток M и многообразие многогранников P имеют разные
размерности.

Поясним сказанное на примере четырёхмерных октаэдров.
Стандартным октаэдром в Rn называется выпуклая оболоч-

ка 2n точек, у каждой из котрых все координаты, кроме одной,
равны нулю, а эта единственная отличная от нуля координата
равна ±1. Октаэдром называется всякий многогранник в Rn,
имеющий такое же комбинаторное строение, как и стандартный
октаэдр.
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Как известно, октаэдр в R4 имеет f0 = 8 вершин, f1 = 24
рёбер, f2 = 32 двумерных граней и f3 = 16 трёхмерных граней.
Рассуждая как и выше убеждаемся, что многообразие P четы-
рёхмерных октаэдров имеет размерность 4f0− (4+3+2+1) = 22,
а многообразие развёрток четырёхмерных октаэдров имеет раз-
мерность f1 = 24. Несовпадение размерностей налицо.

10 Теоремы типа Г. Минковского и
А. Д. Александрова для много-
гранных ежей

Г. Минковский установил, что (с точностью до параллельного пе-
реноса) выпуклый многогранник однозначно определяется зада-
нием площадей граней и векторов единичных внешних нормалей
к граням (см., напр., [6, 82]). Более того, Г. Минковский нашёл
естественные и легко проверяемые условия, которым должно удо-
влетворять конечное число единичных векторов и положитель-
ных чисел для того, чтобы нашёлся выпуклый многогранник, для
которого эти векторы и только они были бы внешними нормаля-
ми к граням, а эти числа были площадями граней.

В этом параграфе мы переносим эти результаты (также как
и одно обобщение теоремы единственности Г. Минковского, при-
надлежащее А. Д. Александрову) на некоторый класс невыпук-
лых многограников. Характерная особенность этих (возможно
имеющих даже самопересечения) многогранников в том, что они
имеют инъективное сферическое отображение. Они называют-
ся многогранными ежами и ранее изучались, напр., в работах
Дж. Стокера [123], Л. Родригеса и Г. Розенберга [99], и П. Ройт-
мана [100]. Родственным результатам посвящены также недавние
статьи Г. Ю. Паниной [86, 87].

Теоремы Г. Минковского и А. Д. Александрова
для выпуклых многогранников
В этом разделе мы уточняем необходимые нам понятия и приво-
дим в удобной для нас форме классические теоремы Г. Минков-
ского и А. Д. Александрова о существовании и единственности
выпуклых многогранников с данными направлениями и площа-
дями граней.
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Пусть L —аффинное подпространство в Rd, d ≥ 2. В част-
ности, допускается, что L = Rd. В этом параграфе выпуклым
многогранником в L мы называем выпуклую оболочку конечного
числа точек из L при условии, что она имеет непустую внутрен-
ность в L. Выпуклый многогранник в двумерном пространстве
L называем выпуклым многоугольником.

Для данного выпуклого многогранника P в Rd и данного еди-
ничного вектора n ∈ Rd найдём наименьшее вещественное число
h такое, что для всякого h′ > h гиперплоскость (x, n) = h′ не пе-
ресекается с P . Здесь и далее в этом параграфе (x, n) обозначает
скалярое произведение векторов x и n. Пересечение многогранни-
ка P и построенной таким образом гиперплоскости (x, n) = h на-
зывается гранью многогранника P , имеющей внешнюю нормаль
n, а сама гиперплоскость (x, n) = h называется опорной гипер-
плоскостью многогранника P к данной грани. Размерностью
грани называется размерность её линейной оболочки. Отметим,
что при нашем понимании грани её размерность может быть лю-
бым целым числом от 0 до d− 1 включительно.

Пусть P1 и P2 — выпуклые многогранники в Rd, d ≥ 2, и
пусть Q1 — k-мерная грань многогранника P1, 0 ≤ k ≤ d − 1.
Обозначим через n единичный вектор внешней нормали к Q1, а
через Q2 — грань многогранника P2, имеющую внешнюю нормаль
n. При этом грань Q2 называется параллельной грани Q1.

Пусть Lj — аффинное подпространство в Rd, j = 1, 2, и пусть
Qj — выпуклый многогранник в Lj . Говорят, что Q1 помещается
внутри Q2 параллельным перенесением, если существует парал-
лельный перенос T : Rd → Rd такой, что T (Q1) содержится в Q2,
но не совпадает с Q2.

Следующая теорема доказана А. Д. Александровым в [6, Гл.
7, §3, теорема 1].

Теорема 10.1 Пусть d = 3 и пусть P1, P2 — выпуклые много-
гранники в Rd. Предположим, что каковы бы ни были две парал-
лельные грани многогранников P1 и P2 такие, что хотя бы одна
из них имеет размерность d− 1, ни одна из них не помещается
внутри другой параллельным перенесением. Тогда многогранни-
ки P1 и P2 равны и параллельно расположены (т. е. получаются
один из другого сдвигом всего пространства).

Для d = 2 теорема 10.1 тривиальна, а, как отмечено в [6],
для d = 4 — неверна. Контрпримером может служить куб в R4

с ребром длины 2 и прямоугольный параллелепипед с рёбрами
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длины 1, 1, 3 и 3, параллельными рёбрам куба. Ясно, что ни одна
трёхмерная грань куба не может быть помещена внутри парал-
лельной ей грани параллелепипеда параллельным перенесением,
равно как и ни одна трёхмерная грань параллелепипеда не мо-
жет быть помещена внутри параллельной ей грани куба парал-
лельным перенесением. Вместе с тем ясно, что указанные куб и
параллелепипед не равны между собой.

Для d > 4 аналогичным контрпримером в пространстве Rd =
R4×Rd−4 будет декартово произведение построенных выше четы-
рёхмерных куба и параллелепипеда на d− 4 единичных отрезка.

Отметим, что в теореме 10.1 требуется ответить на вопрос «по-
мещается ли грань одного многогранника с нормалью n внутри
параллельной ей грани другого многогранника» лишь для конеч-
ного числа векторов n (а именно, лишь для векторов внешней нор-
мали двумерных граней). Следующая теорема показывает, что ес-
ли мы будем располагать правильным ответом на этот вопрос для
всех векторов n ∈ Rd, то заключение теоремы 10.1 будет верно во
всех размерностях. Открытым остаётся вопрос о том, можно ли в
теореме 10.2 ограничиться ответом на интересующий нас вопрос
лишь для конечного числа векторов и какое наименьшее число
векторов должно быть испытано.

Теорема 10.2 Пусть d ≥ 2 и пусть P1, P2 — выпуклые мно-
гогранники в Rd. Предположим, что ни для какого единичного
вектора n ∈ Rd грань одного из многогранников P1 или P2, имею-
щая внешнюю нормаль n, не помещается внутри параллельной
ей грани другого из многогранников P1 и P2 параллельным пе-
ренесением. Тогда многогранники P1 и P2 равны и параллельно
расположены.

Доказательство. Фиксируем 0-мерную грань v многогран-
ника P1 и пусть n — единичный вектор внешней нормали к одной
из опорных гиперплоскостей многогранника P1, проходящих че-
рез v. Если бы грань многогранника P2, имеющая внешнюю нор-
маль n, имела ненулевую размерность, то мы, конечно, смогли бы
поместить внутри неё грань v (она ведь является точкой!) парал-
лельным перенесением. Поскольку такое невозможно по услови-
ям теоремы, то грань w многогранника P2, имеющая внешнюю
нормаль n, является нульмерной.

Совместим точки v и w параллельным переносом, обозначив
образы многогранников P1 и P2 через P̃1 и P̃2 соответственно.
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В виду произвола в выборе нормали n в предыдущих рассужде-
ниях, из сказанного выше следует, что многогранники P̃1 и P̃2

обязаны совпадать в некоторой окрестности точки v. В частно-
сти, малый участок любой 1-мерной грани V многогранника P̃1,
инцидентной v, должен содержаться в некоторой 1-мерной грани
W многогранника P̃2. Если бы V и W имели разные длины, то
мы бы поместили меньшую из них в большую параллельным пе-
ренесением. Поскольку по условиям теоремы это невозможно, то
1-мерные грани V и W совпадают, а значит у многогранников P̃1

и P̃2 есть по меньшей мере ещё одна (помимо v) общая 0-мерная
грань. Обозначим её через ṽ.

Рассматривая, как и выше, все опорные гиперплоскости, про-
ходящие через ṽ, убеждаемся, что многогранники P̃1 и P̃2 локаль-
но совпадают в некоторой окрестности точки ṽ, более того, все их
1-мерные грани, инцидентные ṽ, попарно совпадают между собой.
Это даёт нам возможность найти ещё одну общую 0-мерную грань
многогранников P̃1 и P̃2.

Продолжая подобным образом путешествовать по 0-мерным
граням выпуклых многогранников P̃1 и P̃2, мы за конечное число
шагов убедимся, что у этих многогранников все 0-мерные грани
общие. Значит, многогранники P̃1 и P̃2 совпадают, а многогранни-
ки P1 и P2 получаются один из другого параллельным переносом.
Теорема 10.2 доказана.

Напомним классическую теорему единственности, доказанную
Г. Минковским (см., напр., [6, 82]):

Теорема 10.3 Если d ≥ 2 и два выпуклых многогранника в Rd

таковы, что для всякой (d−1)-мерной грани каждого из них па-
раллельная ей грань другого имеет ту же самую (d− 1)-мерную
меру, то эти многогранники равны и параллельно расположены.

Теорема 10.3 тривиальна для d = 2 и является немедленным
следствием теоремы 10.1 при d = 3. Однако для теоремы 10.3
известны также доказательства, не зависящие от теоремы 10.1 и
справедливые для всех d ≥ 3.

Следующее утверждение хорошо известно (и несложно до-
казывается): если d ≥ 2, P — выпуклый многогранник в Rd,
n1, . . . , nm — единичные векторы внешних нормалей к (d − 1)-
мерным граням многогранника P и f1, . . . , fm — (d − 1)-мерные
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объёмы соответствующих граней, то
m∑

j=1

fjnj = 0. (38)

Следующая теорема существования, доказанная Г. Минков-
ским (см., напр., [6, 82]), показывает, что условие (38) является
не только необходимым, но и достаточным для существования вы-
пуклого многогранника с данными площадями и направлениями
граней.

Теорема 10.4 Пусть d ≥ 2 и пусть n1, . . . , nm — единичные
векторы в Rd, не лежащие в одном замкнутом полупростран-
стве. Пусть ещё f1, . . . , fm — положительные вещественные
числа такие, что выполнено условие (38). Тогда существует вы-
пуклый многогранник в Rd, для которого векторы n1, . . . , nm (и
только они) являются единичными векторами внешних норма-
лей к его (d − 1)-мерным граням, а (d − 1)-мерные объёмы этих
граней равны f1, . . . , fm соответственно.

В этом параграфе мы покажем, как теоремы 10.1, 10.3 и 10.4
могут быть перенесены на некоторый класс невыпуклых много-
гранников.

Многогранные ежи
Приступим к определению тех невыпуклых многогранников в R3,
на которые мы распространим теоремы 10.1, 10.3 и 10.4.

В этом параграфе многогранной поверхностью в R3 мы на-
зываем образ клеточного комплекса, гомеоморфного двумерной
сфере, под действием непрерывного отображения этого комплек-
са в R3 такого, что каждая k-мерная клетка этого комплекса
отображается в выпуклый k-мерный многогранник в R3, k =
0, 1, 2. При этом образ 2-мерной клетки называем гранью много-
гранной поверхности, образ 1-мерной клетки — её ребром, а образ
0-мерной клетки — вершиной.

Так понимаемая многогранная поверхность вовсе не обязана
быть границей выпуклого многогранника в R3, может иметь до-
вольно сложные самопересечения, но всегда является ориентиру-
емой.

Многогранным ежом в R3 называется многогранная поверх-
ность P в R3, каждая грань Qj которой оснащена единичным
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вектором nj , перпендикулярным к Qj , таким образом, что если
грани Qj и Qk имеют общее ребро, то nj + nk 6= 0, а значит кон-
цы векторов nj и nk могут быть соединены на единичной сфере
S2 ⊂ R3 единственной кратчайшей. Обозначив эту кратчайшую
через ljk, потребуем дополнительно чтобы при любых значени-
ях индексов j и k, соответствующих смежным граням, две дуги
вида ljk либо не пересекались, либо имели один общий конец. По-
требуем, наконец, чтобы объединение всех дуг ljk образовывало
разбиение сферы S2 на выпуклые многоугольники.

Набор векторов n1, . . . , nm, участвующих в данном определе-
нии, будем называть оснащением данного ежа, а сам многогран-
ный ёж будем обозначать через (P ;n1, . . . , nm). Выпуклый сфери-
ческий многоугольник из построенного в этом определении раз-
биения сферы S2 называется сферическим образом соответствую-
щей вершины.

Например, граница всякого выпуклого многогранника в R3,
оснащённая, скажем, внешними нормалями к 2-мерным граням,
является многогранным ежом.

n1

n2

n3

n4

n5
n6

n7

n8

n1

n2

n3

n4

n5

n6

n7

n8

Рис. 1
Более сложный пример ежа может быть получен следующим

образом. Рассмотрим правильный тетраэдр ∆ в R3, отсечём от ∆
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меньший тетраэдр плоскостью τ , параллельной одной из граней
∆ и рассмотрим объединение оставшегося усеченного тетраэдра
с его симметричным образом относительно плоскости τ . Невы-
пуклую многогранную поверхность, являющуюся границей этого
объединения, обозначим через P (см. рис. 1). Оснастив грани P ,
параллельные τ , внешними нормалями, а все остальные грани —
внутренними, мы превратим P в многогранного ежа. На рис. 1
изображено также разбиение сферы S2, соответствующее этому
ежу.

Отметим, что несмотря на громоздкость определения, много-
гранные ежи служат довольно естественным обобщением выпук-
лых многогранников.

(a)

h(n)

n
(b) (c)

Рис. 2

Чтобы прояснить это обстоятельство, заметим, что всякая C∞-
гладкая выпуклая поверхность S в Rd, гомеоморфная сфере Sd−1,
может рассматриваться как огибающая своих опорных гиперплос-
костей (x, n) = h(n), n ∈ Sd−1 (см. рис. 2а). При этом h является
C∞-гладкой функцией на сфере Sd−1. Для постоянного числа t,
можно надеяться, что C∞-функция Sd−1 3 n 7→ h(n) + t является
опорной функцией некоторой поверхности St, которую называют
параллельной поверхности S. Гладкость и строение St существен-
но зависят от знака t, т. е. от того, строим ли мы параллельную
поверхность внутри или снаружи от S (см. рис. 2b и 2c). Может
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случиться и так, что огибающая C∞-гладкого семейства гипер-
плоскостей (x, n) = h(n) + t, n ∈ Sd−1, не является ни выпуклой,
ни регулярной гиперповерхностью.

В [66] начато изучение именно таких не обязательно выпук-
лых и не обязательно регулярных поверхностей, допускающих
C∞-параметризацию с помощью единичной сферы. В определён-
ном смысле эти поверхности имеют взаимно однозначное гауссово
отображение, что и оправдывает их название «ежи»: в каждую
сторону торчит иголка, причём ровно одна. В [66] приведены при-
меры того, как ежи возникают в теории минимальных поверхно-
стей, алгебраических гиперповерхностей, сингулярностей волно-
вых фронтов и т. п. В работах [73]–[80] показано, что понятие
ежа оказывается полезным в разнообразных вопросах выпуклой
геометрии.

Собственно многогранные ежи появились в статье [99], где
установлено несколько теорем, аналогичных классической теоре-
ме Коши об однозначной определённости выпуклого многогран-
ника его внутренней метрикой [6], [30]. Г. Ю. Паниной установ-
лено, что многогранный ёж является частным случаем более об-
щего и более алгебраизованного объекта, называемого виртуаль-
ным многогранником. Последний можно трактовать как разность
Минковского двух выпуклых многогранников и который есте-
ственно возник в алгебре политопов (см. [81], [84] и [96]). Другое
(более геометрическое) обобщение понятия многогранного ежа
дано в диссертации П. Ройтмана [100].

Дадим ещё несколько определений. Пусть (P ;n1, . . . , nm) —
многогранный ёж в R3 и пусть набор единичных нормалей (ν1, . . . , νm)
к граням многогранной поверхности P задаёт некоторую ориен-
тацию P . Для каждого j = 1, . . . ,m, положим εj = (nj , νj). Будем
говорить, что грань Gj положительна, если εj = +1 и — отри-
цательна, если εj = −1. Ориентированной площадью грани Gj
называем произведение неотрицательного числа, равного площа-
ди выпуклого многоугольника Gj , на εj .

Пусть теперь нам даны два многогранных ежа в R3. Их грани,
оснащённые одинаковыми нормалями nj , называются параллель-
ными. Сами ежи называются параллельными и одинаково ориен-
тированными, если выполнены следующие условия: (i) их осна-
щения совпадают; (ii) порождённые ими разбиения сферы сов-
падают; (iii) их параллельные грани положительны или отрица-
тельны одновременно.

Наконец, мы говорим, что два многогранных ежа равны и па-
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раллельно расположены, если один из них получается (вместе со
своим оснащением) из другого параллельным переносом.

Заметим, что в приведённом выше определении условия (i)–
(iii) являются независимыми.

В самом деле, выпуклые многогранные поверхности, изобра-
жённые на рис. 3 и оснащённые векторами внешних нормалей,
дают пример многогранных ежей с одинаковыми оснащениями,
но разными разбиениями сферы, порождёнными этими оснаще-
ниями. Поэтому из (i) не вытекает (ii).

Если же мы возьмём произвольный многогранный ёж и изме-
ним на противоположную ориентацию соответствующей ему мно-
гогранной поверхности (не изменяя при этом оснащения), то по-
лученная пара ежей обладает свойствами (i) и (ii), но не обладает
свойством (iii).

Рис. 3

Теоремы единственности для многогранных ежей
Теорема 10.5 Пусть два параллельных и одинаково ориентиро-
ванных многогранных ежа в R3 таковы, что не существует их
параллельных граней, одна из которых может быть помещена
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внутри другой параллельным перенесением. Тогда эти ежи рав-
ны и параллельно расположены.

Теорема 10.5 является аналогом теоремы 10.1, хотя и не со-
держит её в себе как частный случай (там допускается, что одна
из параллельных граней имеет размерность меньше двух). Более
того, приводимое ниже доказательство теоремы 10.5 аналогично
доказательству теоремы 10.1, приведённому в [6]. Оба эти дока-
зательства опираются на леммы 10.6 и 10.7, которые доказаны,
соответственно, О. Л. Коши и А. Д. Александровым. Мы приво-
дим их ниже без доказательств, отсылая читателя за последними
к соответствующим местам книги [6].

Лемма 10.6 Пусть нам дан клеточный комплекс, гомеоморф-
ный сфере, и такой, что ни одна его двумерная клетка не огра-
ничена только двумя рёбрами. Пусть каждому ребру произволь-
ным образом приписано число +1, 0 или −1, а с каждой верши-
ной связан индекс j, равный числу перемен знаков ребер от +1
к −1 и от −1 к +1, подсчитанному при одном обходе вокруг
этой вершины в некотором направлении (при этом рёбра, от-
меченные нулём, просто игнорируются). Утверждается, что
либо все рёбра отмечены числом 0, либо среди вершин, к кото-
рым подходит хоть одно ребро, отмеченное числом +1 или −1,
найдётся такая, индекс j которой меньше или равен двух.

-1

j=4
j=0

j=4
+1 +1

-1 +1 +1 -1

j=2 0 j=2

+1 +1
+1 +1

j=0

Рис. 4
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Для иллюстрации см. рис. 4, где числами +1, 0 и −1 раз-
мечены рёбра клеточного комплекса, изоморфного поверхности
тетраэдра и, для каждой вершины, указан индекс j.

Лемма 10.7 Пусть два выпуклых многоугольника таковы, что
ни один из них нельзя поместить в другом параллельным пе-
ренесением. Разметим вершины и рёбра этих многоугольников
числами +1, 0 или −1 следующим образом: Если вершина одного
многоугольника такова, что, при любом выборе внешней норма-
ли к многоугольнику в этой точке, параллельной ей гранью дру-
гого многоугольника является вершина, то обеим вершинам со-
поставим значение 0. Если вершина одного многоугольника та-
кова, что, при некотором выборе внешней нормали к многоуголь-
нику в этой точке, параллельная ей грань другого многоуголь-
ника является ребром, то этой вершине сопоставим значение
−1, а этому ребру — значение +1. Если ребро многоугольника
таково, что параллельной ему гранью другого многоугольника
является вершина, то этому ребру сопоставим значение +1, а
этой вершине — значение −1. Наконец, если ребро многоугольни-
ка таково, что параллельной ему гранью другого многоугольника
является снова ребро, то более длинному из этих рёбер сопоста-
вим значение +1, а более короткому — значение −1; если же
рёбра имеют одинаковую длину, то обоим сопоставим значение
0. Сопоставим, далее, каждому многоугольнику индекс i, рав-
ный числу перемен знаков рёбер и вершин от +1 к −1 и от −1 к
+1, подсчитанному при однократном обходе вокруг этого много-
угольника (при этом вершины и рёбра, отмеченные нулем, про-
сто игнорируются). Утверждается, что либо многоугольники
равны и параллельно расположены (а значит их индекс i равен
нулю), либо индекс i каждого из этих многоугольников больше
или равен 4.

 i=4.

0

+1

-1

+1

-1+1 0

-1

0 +1 -1
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0-1

Рис. 5
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Для иллюстрации см. рис. 5.
Доказательство теоремы 10.5. Разметим рёбра данных нам

параллельных и одинаково ориентированных многогранных ежей
числами +1, 0 или −1, применяя правило, описанное в лемме 10.7,
к каждой паре параллельных граней. Поскольку ежи параллель-
ны и одинаково ориентированы, то параллельные грани имеют,
кроме всего прочего, параллельные рёбра. Поэтому в нашем слу-
чае вершины всегда будут отмечены числом 0. По лемме 10.7 воз-
можно одно из двух: либо данные параллельные грани равны и,
следовательно, все их рёбра отмечены числом 0, либо некоторые
из рёбер этих граней отмечены числами +1 или −1 и в этом слу-
чае индекс i каждой из этих граней больше или равен 4.

Перенесём построенные таким образом распределения чисел
+1, 0 и −1 с рёбер многогранной поверхности Q одного из ежей
на тот клеточный комплекс K, образом которого эта поверхность
является. Тогда для каждой 2-мерной клетки комплекса K воз-
можно одно из двух: либо все ограничивающие его 1-мерные клет-
ки отмечены числом 0, либо некоторые из его 1-мерных клеток
отмечены числами +1 или −1 и в этом случае индекс i этой клет-
ки больше или равен 4.

Клеточный комплексK по условию гомеоморфен сфере, а зна-
чит для него существует двойственный клеточный комплекс C,
который можно представлять себе так: выберем в каждой грани
Q по точке и соединим две такие точки дугой, если соответствую-
щие грани Q имеют общее ребро в K. Считаем при этом, что дуги
могут пересекаться только в своих концевых точках, а некоторый
набор 1-мерных клеток C ограничивает 2-мерную клетку если и
только если соответствующие 1-мерные клетки комплекса K и
только они сходятся в одной вершине K. Впрочем из определе-
ния двойственного комплекса для нас важно лишь что 1-мерные
клетки двойственных комплексов K и C находятся во взаимно
однозначном соответствии. Именно это обстоятельство позволяет
нам перенести построенные выше распределения чисел +1, 0 и
−1 с рёбер комплекса K на рёбра комплекса C.

Заметим также, что ни одна двумерная клетка комплекса C
не может быть ограничена всего двумя его 1-мерными клетками.
В противном случае в K нашлась бы 0-мерная клетка, инцидент-
ная только двум 1-мерным клеткам K, а значит на многогранной
поверхности Q нашлась бы вершина v, инцидентная всего лишь
двум рёбрам, а значит — и всего лишь двум граням. Обозначим
эти рёбра через e1 и e2, а эти грани через f1 и f2. Если e1 и e2 не
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лежат на одной прямой, то грани f1 и f2 с необходимостью лежат
в одной плоскости. Тогда соответствующие им векторы n1 и n2

оснащения либо совпадают, либо диаметрально противоположны.
Однако и то, и другое противоречит определению многогранно-
го ежа. Если же рёбра e1 и e2 лежат на одной прямой, то мы
можем изменить комплекс K, исключив из него вершину v и за-
менив рёбра e1 и e2 одним ребром, соединяющим их вершины,
отличные от v. Ясно, что Q может рассматриваться как кусочно-
аффиный образ такого исправленного комплекса. Но комплекс C,
соответсвующий так исправленному комплексу K уже не имеет
двумерных клеток, ограниченных всего думя 1-мерными клетка-
ми.

Заметим теперь, что индекс j вершины комплекса C равен
индексу i соответствующей 2-мерной клетки комплекса K. Срав-
нивая ограничения на индексы i и j, вытекающие из лемм 10.6 и
10.7, заключаем, что оба индекса всегда равны нулю, более того,
что любая пара параллельных граней представляет собой пару
равных и параллельно расположенных выпуклых многоугольни-
ков.

Теперь всё готово к доказательству того, что многогранные
ежи, о которых идёт речь в теореме 10.5, совмещаются (вместе с
их оснащениями) параллельным переносом. Для этого совместим
параллельным переносом какие-нибудь две параллельные грани
наших многогранных ежей. При этом, конечно, совпадут и со-
ответствующие этим граням векторы оснащений. Обозначим эти
совпадающие грани через Q1. Пусть Q2 обозначает какую-нибудь
грань первого ежа, инцидентную Q1. Вектор оснащения к грани
Q2 задаёт на сфере S2 некоторую точку, которая соединена крат-
чайшей с точкой, соответствующей нормали к грани Q1. Посколь-
ку оснащения ежей порождают одинаковое разбиение сферы S2,
то на втором еже найдётся грань Q̃2, параллельная Q2 и смеж-
ная с Q1. Поскольку двугранный угол между Q1 и Q2, очевидно,
равен двугранному углу между Q1 и Q̃2, а, по доказанному выше
в этом пункте, параллельные грани Q2 и Q̃2 совмещаются движе-
нием, несложно заключить, что грани Q2 и Q̃2 совпадают между
собой равно как совпадают и соответствующие им векторы осна-
щения.

Продолжая этот процесс проверки того, что очередные смеж-
ные грани сами собой совместились, мы видим, что совместив
грани Q1 наших ежей, мы на самом деле совместили и сами ежи
и их оснащения. Теорема 10.5 доказана.
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Теорема 10.8 Пусть два параллельных и одинаково ориенти-
рованных многогранных ежа в R3 таковы, что их параллельные
грани имеют одинаковые ориентированные площади. Тогда эти
ежи равны и параллельно расположены.

Заметим, что теорема 10.8 является аналогом теоремы 10.3,
справедливым для невыпуклых многогранников.

Теорема 10.8 является очевидным следствием теоремы 10.5.
При доказательстве теоремы 10.5 (а значит и теоремы 10.8) мы

не пользовались тем, что оснащение многогранного ежа порож-
дает разбиение сферы S2 именно на выпуклые многоугольники.

Теорема существования для многогранных ежей
В этом разделе мы докажем основной результат данного парагра-
фа, а именно — аналог теоремы Г. Минковского о существовании
выпуклого многогранника с заданными направлениями и площа-
дями граней для многогранных ежей. Но начнём мы со вспомо-
гательных утверждений.

Лемма 10.9 Пусть (P ;n1, . . . , nm) — многогранный ёж в R3,
пусть фиксирована некоторая ориентация (ν1, . . . , νm) много-
гранной поверхности P и пусть f1, . . . , fm — ориентированные
площади граней этого ежа. Тогда выполняется равенство∑m
j=1 fjnj = 0.

Доказательство получается прямым вычислением:
m∑

j=1

fjnj =
m∑

j=1

|fj |εjnj =
m∑

j=1

|fj |νj = 0,

в котором использованы обозначения из определения ориентиро-
ванной площади грани, а последнее равенство написано в силу
соотношения (38).

Лемма 10.10 Пусть на плоскости дан выпуклый многоуголь-
ник P0, у которого никакие две стороны не параллельны. Рас-
смотрим семейство S выпуклых многоугольников P , удовлетво-
ряющих следующим условиям: (a) для любой стороны любого
P ∈ S найдётся параллельная ей сторона P0; (b) для любого
P ∈ S и любой стороны P0 найдётся параллельная ей сторона
P ; (c) площади всех многоугольников P ∈ S равномерно огра-
ничены. Тогда периметры всех многоугольников P ∈ S также
равномерно ограничены.
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Заметим, что без предположения о том, что у P0 нет парал-
лельных сторон, утверждение леммы 10.10 не верно. Чтобы убе-
диться в этом, достаточно взять в качестве P0 квадрат со сторо-
ной 1, а в качестве S — последовательность прямоугольников Pk
со сторонами, параллельными сторонам P0, и имеющими длины
k и 1/k соответственно, k ∈ N.

Доказательство леммы 10.10. Допустим противное, т. е. пред-
положим, что периметры многоугольников семейства S не огра-
ничены. Из условий (a) и (b) следует, что всякий многоугольник
P ∈ S имеет такое же число сторон, что и P0. Поэтому в S най-
дётся последовательность многоугольников Pk, у которых длина
lk максимальной стороны стремится к бесконечности при k →∞.
Обозначим через α наименьший угол между прямыми, проходя-
щими через две произвольные стороны многоугольника P0. По-
скольку у P0 отсутствуют параллельные стороны, то α > 0. При
каждом k ∈ N построим равнобедренный треугольник ∆k так,
чтобы его основанием служила сторона многоугольника Pk, име-
ющая длину lk; углы при основании ∆k были равны α; ∆k и Pk
лежали бы по одну сторону от их общей стороны длины lk (см.
рис. 6).

lk

α α

Рис. 6

В силу выбора числа α, треугольник ∆k содержится в много-
угольнике Pk. Последнее, однако, немедленно ведёт к противоре-
чию. В самом деле, с одной стороны площадь треугольника ∆k

равна 1
4 l

2
k sin2 α и поэтому стремится к бесконечности при k →∞.

С другой стороны она не превосходит площади многоугольника
Pk и, следовательно, равномерно отделена от бесконечности. По-
лученное противоречие завершает доказательство леммы 10.10.
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Будем говорить, что многогранный ёж находится в общем по-
ложении, если никакие три вектора его оснащения не лежат в
одной плоскости.

Теорема 10.11 Пусть (P ;n1, . . . , nm) — многогранный ёж в R3,
находящийся в общем положении. Допустим, что на много-
гранной поверхности P выбрана некоторая ориентация, отно-
сительно которой грани ежа (P ;n1, . . . , nm) имеют ориентиро-
ванные площади f1, . . . , fm (в частности, подразумевается, что
ни одно из чисел f1, . . . , fm не равно нулю). Пусть числа g1, . . . , gm
таковы, что

(1) fj · gj > 0 для каждого j = 1, . . . ,m;
(2)

∑m
j=1 gjnj = 0.

Тогда в R3 существует многогранный ёж, параллельный и оди-
наково ориентированный с (P ;n1, . . . , nm), для которого числа
g1, . . . , gm являются ориентированными площадями граней.

Заметим, что теорема 10.11 является распространением теоре-
мы 10.4 на случай невыпуклых многогранников, но не содержит
её в себе как частный случай даже при d = 3. Главное их отли-
чие состоит в том, что в теореме 10.4 мы стартуем с абстрактных
наборов векторов n1, . . . , nm и чисел f1, . . . , fm, удовлетворяющих
некоторому соотношению. В отличие от этого, в теореме 10.11 мы
должны с самого начала знать, что наборы векторов n1, . . . , nm и
чисел f1, . . . , fm соответствуют некоторому реально существую-
щему многогранному ежу в R3. Только после этого теорема 10.11
показывает в каких пределах мы можем варьировать величины
площадей граней ежа.

Доказательство теоремы 10.11 проведём примерно теми же
методами, которыми теорема 10.4 доказана в [6].

Для каждого 0 ≤ t ≤ 1 и каждого 1 ≤ j ≤ m положим
gj(t) = (1 − t)fj + tgj . Через T обозначим подмножество отрез-
ка [0, 1] ⊂ R, состоящее из тех чисел t, для каждого из кото-
рых существует многогранный ёж в R3, параллельный и одина-
ково ориентированный с ежом (P ;n1, . . . , nm), для которого числа
g1(t), . . . , gm(t) являются ориентированными площадями граней.

Покажем, что множество T непусто, открыто и замкнуто. Как
известно, в таком случае T совпадает со всем отрезком [0, 1] и,
в частности, содержит число t = 1. Последнее же утверждение
является лишь переформулировкой заключения теоремы 10.11.

Множество T , очевидно, содержит нуль и поэтому не пусто.
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Убедимся, что T замкнуто. Предположим, что последователь-
ность чисел t1, . . . , tk, . . . содержится в множестве T и сходится к
некоторому числу t0. Достаточно убедиться, что t0 ∈ T . Посколь-
ку tk ∈ T , то существует многогранный ёж (Pk;n1, . . . , nm) в R3,
параллельный и одинаково ориентированный с ежом (P ;n1, . . . , nm),
для которого числа g1(t), . . . , gm(t) являются ориентированными
площадями граней.

Выберем произвольно вершину v1 ежа (P1;n1, . . . , nm). Для
каждого k ∈ N обозначим через vk ту вершину ежа (Pk;n1, . . . , nm),
которая имеет тот же самый сферический образ, что и вершина
v1. С помощью параллельного переноса сдвинем ёж (Pk;n1, . . . , nm)
так, чтобы точка vk совпала с точкой v1. Полученного таким об-
разом ежа обозначим через (P̃k;n1, . . . , nm).

Заметим теперь, что числа g1(tk), . . . , gm(tk) ограничены в со-
вокупности, k ∈ N. Кроме того, поскольку ёж (P ;n1, . . . , nm) ле-
жит в общем положении, то ни одна из граней ежа (Pk;n1, . . . , nm),
k ∈ N, не имеет параллельных сторон. По лемме лемме 10.10 пе-
риметры всех граней всех ежей (Pk;n1, . . . , nm), k ∈ N, равномер-
но ограничены. Следовательно, все ежи (P̃k;n1, . . . , nm), k ∈ N,
содержатся в некотором шаре конечного радиуса в R3.

Фиксируя поочередно каждый из векторов n1, . . . , nm и при-
меняя теорему выбора Бляшке [24] к последовательности граней
(т. е. выпуклых многоугольников) ежей (P̃k;n1, . . . , nm), k ∈ N,
оснащённых выбранной нормалью, видим, что мы можем вы-
брать подпоследовательность ежей (P̃kj ;n1, . . . , nm), j ∈ N, у ко-
торой любая последовательность граней, имеющих общую нор-
маль, является сходящейся. Ясно, что пределом каждой такой
последовательности граней является некоторый выпуклый много-
угольник, а пределом последовательности ежей (P̃kj ;n1, . . . , nm),
j ∈ N, является некоторый ёж (P0;n1, . . . , nm), для которого
числа g1(t0), . . . , gm(t0) являются ориентированными площадями
граней. Это и означает, что t0 ∈ T .

Для доказательства открытости T нам понадобятся следую-
щие вспомогательные конструкции.

Каждый многогранный ёж, параллельный данному ежу
(P ;n1, . . . , nm), определяется заданием своих опорных чисел h1, . . . , hm.
Поэтому совокупность всех многогранных ежей, параллельных
данному, можно рассматривать как подмножествоm-мерного про-
странства Rm. Это подмножество открыто, поскольку при малых
смещениях плоскостей граней грани не исчезают. Объединим в
один класс все равные и параллельно расположенные ежи. Так
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как параллельный перенос в R3 определяется тремя параметра-
ми, то каждый класс задаётсяm−3 переменными. Таким образом,
множество этих классов образует (m − 3)-мерное многообразие,
которое мы обозначим через A.

При данных неизменных векторах n1, . . . , nm через B обозна-
чим совокупность m-ок ненулевых чисел f1, . . . , fm, удовлетво-
ряющих соотношению

∑m
j=1 fjnj = 0. B можно рассматривать

как подмножество m-мерного пространства Rm, а именно — как
(m − 3)-мерную плоскость

∑m
j=1 fjnj = 0, из которой удалены

точки, имеющие хоть одну нулевую координату.
На множестве A зададим отображение ϕ, сопоставляющее каж-

дому многогранному ежу, параллельному и одинаково ориенти-
рованному с ежом (P ;n1, . . . , nm) (или набору h1, . . . , hm его опор-
ных чисел), набор f1, . . . , fm его ориентированных площадей гра-
ней. В силу леммы 10.9 ϕ отображает A в B. Выше мы убедились,
что многообразия A в B имеют одинаковые размерности. Непре-
рывность ϕ очевидна из непрерывной зависимости площадей гра-
ней от положения граней, т. е. от опорных чисел. Инъективность
ϕ следует из теоремы единственности 10.8.

Классическая теорема Брауэра об инвариантности области утвер-
ждает, что если U — открытое множество в Rk, а ψ : U → Rk

— непрерывное взаимно однозначное отображение, то ψ(U) —
открытое множество в Rk. Применив эту теорему к отображе-
нию ϕ, заключаем, что ϕ(A) — открытое множество в B.

Трактуя набор чисел g1(t), . . . , gm(t) как точку в многообра-
зии B, мы видим, что при t → t0 эти точки сходятся к точке
g1(t0), . . . , gm(t0) множества ϕ(A). Учитывая открытость послед-
него заключаем, что для всех t ∈ [0, 1], достаточно близких к t0,
набор чисел g1(t), . . . , gm(t) лежит в ϕ(A). А это и означает, что
все точки t ∈ [0, 1], достаточно близкие к t0, лежат в T , т. е. что
множество T открыто. Теорема 10.11 доказана.

Убедимся, что теорема 10.11 не может быть непосредственно
распространена на многогранные ежи, не находящиеся в общем
положении.

На рис. 7 изображен невыпуклый 11-гранник, представляю-
щий собой объединение двух правильных тетраэдров и правиль-
ной треугольной призмы (все три считаются здесь телами), у ко-
торых совмещены некоторые оси и плоскости симметрии. Гра-
ница этого 11-гранника является невыпуклой многогранной по-
верхностью, гомеоморфной сфере. Обозначим её через P . Грани
поверхности P , не пересекающиеся с треугольной призмой, назо-
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вём основаниями поверхности P , а совокупность общих точек P
и призмы назовём талией P .

Рис. 7

Превратим P в многогранного ежа H = (P ;n1, . . . , n11), со-
поставив основаниям P единичиные векторы n1 и n11 внешних
нормалей, а всем остальным граням P — единичные векторы
n2, . . . , n10 внутренних нормалей. Ориентировав P векторами внеш-
них нормалей, видим, что основания P являются положительны-
ми гранями, а все остальные её грани — отрицательными.

Для определённости будем считать, что поверхность P по-
строена исходя из правильных тетраэдров со стороной 1 и что
площадь талии P равна 1.

Сопоставим имеющемуся у нас набору из одиннадцати векто-
ров n1, . . . , n11 набор из одиннадцати чисел g1, . . . , g11 следующим
образом: векторам n1 и n11, отвечающим основаниям P , сопо-
ставим

√
3/4 (т. е. площади правильного треугольника со сторо-

ной 1); векторам, отвечающим талии P , сопоставим −1/3; всем
остальным векторам сопоставим −√3/4.

Набор чисел g1, . . . , g11 можно трактовать как предельные зна-
чения ориентированных площадей граней многогранных ежейHk =
(Pk;n1, . . . , n11), построенных следующим образом. Для данного
k ∈ N продеформируем поверхность P , не изменяя нормалей к
граням, так, чтобы длина поперечного сечения талии полученной
поверхности Pk была равна 1/k, а длина талии была равна k. При
этом ориентированные площади всех остальных граней Pk либо
равны

√
3/4, либо стремятся к −√3/4 при k → ∞. Поэтому для
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чисел g1, . . . , g11 выполняются условия (1) и (2) теоремы 10.11.
Убедимся, однако, что не существует многогранного ежа, па-

раллельного и одинаково ориентированного с H, для которого
числа g1, . . . , g11 являются ориентированными площадями гра-
ней.

Будем действовать от противного и предположим, что интере-
сующий нас многогранный ёжH0 все-таки существует. Используя
обозначения, введённые при доказательстве теоремы 10.11, обо-
значим через HA точку многообразия A, соответствующую ежу
H0 (т. е. набор его опорных чисел) и через HB — аналогичную
точку многообразия B (т. е. набор площадей ориентированных
граней ежа H0). В многообразии A выберем окрестность U точ-
ки HA такую, чтобы сумма модулей опорных чисел любого ежа
из U не превосходила удвоенной суммы модулей опорных чисел
ежа H0. Выше мы уже доказали, что множество ϕ(U) является
открытой окрестностью точки HB. В частности, ϕ(U) содержит
бесконечно много многогранных ежей (точнее — наборов ориенти-
рованных площадей их граней) из последовательности Hk, k ∈ N.
В силу теоремы единственности 10.8, каждому ежу Hk ∈ B со-
ответствует всего одна точка (или класс) многообразия A и эта
единственная точка, конечно, лежит в U . Следовательно, среди
ежей Hk, k ∈ N, есть целая подпоследовательность ежей, у кото-
рых сумма модулей опорных чисел равномерно ограничена. По-
следнее, очевидно противоречит тому, что длина талии Hk равна
k. Полученное противоречие доказывает, что многогранного ежа
H0 с указанными выше свойствами не существует. Теорема 10.11
доказана.

Открытые вопросы
В этом разделе мы вкратце наметим возможные направления
дальнейших исследований о многогранных ежах, которые, однако
выходят за рамки настоящего изложения.

Параллелоэдром называется выпуклый многогранник, парал-
лельными копиями которого можно заполнить всё пространство
R3 так, что любые две копии либо не пересекаются, либо име-
ют общую вершину, либо имеют общее (целое) ребро, либо имеют
общую (целую) грань [6]. Параллелоэдры играют важную роль в
таких разных науках, как теория чисел, кристаллография, стоха-
стическая геометрия, теория векторных мер и т.д. Как известно,
Г.Минковский пришёл к своей теореме единственности 10.3 в по-
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исках доказательства существования центра симметрии у парал-
лелоэдров.

Известна классификация параллелоэдров в R3 (см., напр., [6]),
равно как и отдельные попытки изучать невыпуклые тела, парал-
лельными копиями которых можно заполнять всё пространство
(см., напр., [110]). Но пространство можно заполнять невыпуклы-
ми многогранными ежами.

Чтобы убедиться в этом, рассмотрим равнобочную трапецию
(трактуемую как выпуклое тело на плоскости), у которой боко-
вые стороны образуют угол π/4 с большим основанием, а малое
основание в 3 раза короче большого. Обозначим через P невы-
пуклое тело, являющееся объединением этой трапеции и её обра-
за под действием симметрии относительно её малого основания
(см. рис. 8). Через Q обозначим декартово произведение фигу-
ры P на некоторый отрезок, не лежащий в плоскости фигуры P .
Легко понять, что граница полученного невыпуклого тела может
быть превращена в многогранного ежа, а параллельными копия-
ми этого тела можно заполнить всё пространство.

Рис. 8

Возникает вопрос: Возможна ли классификация многогран-
ных ежей, параллельными копиями которых можно заполнить
всё R3?

Как известно, для доказательства своей теоремы единственно-
сти 10.3 Г. Минковский развил аппарат, связанный с операцией,
которую сейчас называют сложением выпуклых тел по Минков-
скому и далеко продвинул теорию изопериметрического неравен-
ства, доказав, например, неравенство для смешанных объёмов,
которое сейчас называют неравенством Минковского (см., напр.,
[6, 24, 114]).
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Если P и Q — выпуклые многогранники, а R — их сумма
Минковского, то, как известно, R — тоже выпуклый многогран-
ник, грань которого с внешней нормалью n может быть найдена
(с точностью до параллельного переноса) как сумма Минковского
граней (возможно вырождающихся в ребра или вершины) много-
гранников P и Q с внешней нормалью n.

Это свойство может быть принято за определение суммыМин-
ковского невыпуклых многогранных ежей. В самом деле, грани
ежей являются выпуклыми многоугольниками, для которых сло-
жение по Минковскому уже определено. С другой стороны, из
определения многогранного ежа следует, что корректно опреде-
лено понятие грани многогранного ежа с данным направлением
внешней нормали.

Возникает вопрос: Верно ли, что для многогранных ежей спра-
ведливы неравенства, аналогичные неравенствам для смешанных
объёмов выпуклых тел?

Заметим, что определение смешанного объёма виртуальных
многогранников, которые, как мы упоминали выше, являются
обобщением многогранных ежей, дано в [86], однако неравенств
для смешанных объёмов в [86] нет. Некоторые неравенства изо-
периметрического типа для гладких ежей получены в [76].

11 Применения теорем о неявной
функции с вырожденным якобианом
к изучению изгибаемых
многогранников и каркасов

Уточним терминологию, используемую в настоящем параграфе.
Пусть K — симплициальный комплекс, тело которого являет-

ся (n − 1)-мерным связным компактным топологическим много-
образием без края. Многогранником в n-мерном евклидовом про-
странстве Rn называется непрерывное отображение f : K → Rn,
линейное на каждом симплексе. Если тело комплекса K гомео-
морфно сфере, то многогранник f : K → Rn называют много-
гранной сферой в Rn.

Говорят, что многогранник не имеет самопересечений, если
отображение f глобально инъективно. Вообще говоря, в насто-
ящем параграфе мы работаем с многогранниками, имеющими са-
мопересечения.
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Многогранник P = f(K) называется изгибаемым, если су-
ществует аналитическое по параметру семейство многогранников
Pt = (ft,K), 0 ≤ t ≤ 1, такое что

1) P = P0;
2) для любых 0-мерных симплексов vj , vk комплекса K, при-

надлежащих некоторому его 1-мерному симплексу, равенство |f(vj)−
f(vk)| = |ft(vj) − ft(vk)| справедливо для всех 0 ≤ t ≤ 1 (здесь и
далее |y| обозначает евклидову норму вектора y = (y1, y2, . . . , yn) ∈
Rn, т. е. |y|2 = y2

1 + y2
2 + . . .+ y2

n);
3) найдутся два 0-мерных симплекса vj , vk комплекса K, не

принадлежащих никакому его 1-мерному симплексу, для которых
выражение |ft(vj)− ft(vk)| не постоянно по t на отрезке [0, 1].

Семейство Pt, обладающее свойствами 1)–3), называется нетри-
виальным изгибанием многогранника P . Подчеркнём, что в про-
цессе изгибания комплекс K остаётся неизменным.

Другими словами, многогранник называется изгибаемым, ес-
ли его пространственную форму можно изменять аналитически
по параметру (см. условие 3)), не изменяя его внутренней мет-
рики (см. условие 2)). Впрочем, требование аналитической зави-
симости от параметра можно существенно ослабить. А именно,
в [47] показано, что если существует непрерывная по парамет-
ру деформация многогранника, обладающая свойствами 1)–3), то
существует также и аналитически зависящая от (возможно дру-
гого) параметра его деформация, обладающая свойствами 1)–3).

Нас интересует вопрос о том, явялется ли данный многогран-
ник f : K → Rn изгибаемым или нет. Изгибание ft : K → Rn

многогранника достаточно задавать на его 0-мерных симплексах
vj (1 ≤ j ≤ N): xj(t) = ft(vj) ∈ Rn. При этом свойства 1)–3)
переформулируются следующим образом: 1’) векторы xj(0) при-
нимают заранее заданные значения; 2’) если 0-мерные симплек-
сы vi и vj соединены 1-мерным симплексом в K, то равенство
|xi(t)−xj(t)|2 = |xi(0)−xj(0)|2 справедливо для всех 0 ≤ t ≤ 1; 3’)
найдутся 0-мерные симплексы vi и vj , не соединённые 1-мерным
симплексом в K, такие, что выражение |xi(t) − xj(t)|2 не посто-
янно по t на отрезке [0, 1].

Другими словами, вопрос об изгибаемости данного многогран-
ника эквивалентен вопросу о том является ли набор векторов
xj = xj(0), j = 1, 2, . . . , N изолированным решением алгебраи-
ческой системы уравнений

|xi − xj |2 = |xi(0)− xj(0)|2 (39)
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или же эта система определяет неявную функцию xj = xj(t) в
окрестности точки xj = xj(0), j = 1, 2, . . . , N . Правда, при этом
мы не интересуемся движениями f(K) как твёрдого тела в Rn,
т. е. мы интересуемся лишь решениями, обладающими свойства-
ми 3) или 3’). Это требование легко соблюсти, если, выбрав один
(n−1)-мерный сиплекс комплекса K и считая что он содержит 0-
мерные симплексы v1, v2, . . . , vn, условиться, что вершина ft(v1)
в процессе деформации многогранника всегда находится в нача-
ле координат (а значит всегда имеет только нулевые координа-
ты), вершина ft(v2) всегда находится на первой оси в простран-
стве Rn (а значит все её координаты, кроме первой, всегда рав-
ны нулю), вершина ft(v3) всегда лежит в двумерной плоскости,
натянутой на первую и вторую оси пространства Rn (а значит
все её координаты, кроме первой и второй, всегда равны нулю) и
т. д. Это обстоятельство уменьшает количество независимых пе-
ременных в уравнении (39), но не препятствует описанному вы-
ше сведе́нию задачи об изгибаемости данного многогранника к
задаче о том является ли данное решение системы алгебраиче-
ских уравнений изолированным или же данная система опреде-
ляет неявную функцию в окрестности этого решения.

Аналогичным образом может быть переформулирована и за-
дача об изгибаемости каркаса в Rn.

Каркасом в Rn называется связный граф вершинами которого
являются точки в Rn, а рёбрами — прямолинейные отрезки, со-
единяющие некоторые вершины друг с другом. При этом верши-
ны принято называть шарнирами, а отрезки, их соединяющие, —
стержнями. Типичным примером каркаса может служить сово-
купность 0-мерных и 1-мерных граней некоторого многогранника
в Rn.

Каркас в Rn называется изгибаемым, если он допускает нетри-
виальные аналитические деформации, т. е. если положения его
шарниров могут быть аналитическим образом изменяемы в Rn

так, что длины всех стержней будут оставаться постоянными и,
вместе с тем, расстояние между некоторыми двумя (не соединён-
ными стержнем) шарнирами будет изменяться.

Некоторые авторы рассматривают также так называемые кар-
касы с закрепленными шарнирами, т. е. такие каркасы, у которых
пространственное положение некоторых шарниров фиксировано
и не должно изменяться в процессе деформации.

Как было сказано выше, каждому многограннику может быть
сопоставлен некоторый каркас, образованный совокупностью его
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0-мерных и 1-мерных граней. Этот каркас иногда называют одно-
мерным скелетом многогранника. При этом многогранник явля-
ется изгибаемым если и только если его одномерный скелет явля-
ется изгибаемым (всё дело в том, что, согласно нашему опреде-
лению, все грани многогранника — симплексы). Таким образом,
задача о том является данный многогранник изгибаемым или нет
представляет собой частный случай задачи о том является дан-
ный каркас изгибаемым или нет. Поэтому мы сосредоточим своё
внимание на решении последней задачи.

Пространственное положение каркаса задаётся указанием по-
ложений его шарниров xi(0) ∈ Rn. Вопрос о том является ли
данный каркас изгибаемым, очевидно эквивалентен вопросу о
том является ли набор векторов xi(0) изолированным решени-
ем системы (39) или эта система определяет неявную функцию
xi = xi(t) в окрестности набора векторов xi(0). При этом надо,
конечно, позаботиться об исключении тривиальных деформаций,
при которых весь каркас движется как твёрдое тело. Это может
быть сделано также как это было сделано выше для многогран-
ников. Для каркасов с закреплёнными шарнирами эта проблема
зачастую совсем не возникает, поскольку они часто вообще не до-
пускают тривиальных деформаций.

В параграфе 2 мы ввели понятие приближённого порядка q
решения алгебраической системы уравнений. Применительно к
системе (39), порождённой каркасом, для обозначения этого по-
нятия традиционно используют термин «бесконечно малое изги-
бание порядка q». Более точно: Пусть нам известно положение
шарниров xi(0), i = 1, 2, . . . , N некоторого каркаса в Rn. Набор
векторов xi,p, i = 1, 2, . . . , N , p = 1, 2, . . . , q называется бесконечно
малым изгибанием порядка q этого каркаса, если

∣∣∣∣
q∑
p=1

xi,pt
p −

q∑
p=1

xj,pt
p

∣∣∣∣ = 0 (mod tq)

для всех номеров i и j для которых шарниры xi(0) и xj(0) соеди-
нены стержнем. Бесконечно малое изгибание называется триви-
альным, если оно представляет собой начальную часть тейлоров-
ского разложения траекторий векторов xi(0) под действием неко-
торой однопараметрической группы изометрий пространства Rn.

Каркас называется изгибаемым порядка q, если у него имеется
нетривиальное бесконечно малое изгибание порядка q. В против-
ном случае он называется жёстким порядка q.
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Следующая теорема показывает, что если каракас допускает
«правильное» бесконечно малое изгибание достаточно высокого
порядка, то он является изгибаемым.

Теорема 11.1 Пусть каркас P является изгибаемым порядка q,
причём

∑q
p=0Xpt

p является нетривиальным бесконечно малым
изгибанием порядка q. Пусть операторы B и C построены по
системе (39), соответствующей каркасу P , как это указано в
параграфе 2, причём пусть существует число k (0 ≤ k < q) та-
кое, что для всех i = 1, 2, . . . , q и всех j = k, k+1, . . . , q уравнение

CX = −B(Xi, Xj)−B(Xj , Xi)

имеет решение, лежащее в линейной оболочке векторов Xk, Xk+1,
. . . , Xq. Тогда каркас P является изгибаемым.

Доказательство теоремы 11.1 непосредственно следует из
теоремы 2.1.

Все изгибаемые октаэдры в R3 были расклассифицированы
Р. Брикаром в [27] (см. также [102]). В статье [12] (в несколько
иных обозначениях) показано, что условия теоремы 11.1 соблю-
даются для одномерного скелета октаэдра Брикара первого типа
при q = 5 и k = 1. Приведём этот результат более детально.

Рассмотрим октаэдр Брикара Q первого типа со следующи-
ми координатами вершин: A1 = (2, 0, 0), A2 = (1,

√
3, 0), A3 =

(−2, 0, 0), A4 = (−1,
√

3, 0), A5 = (0, 0, 1), и A6 = (0, 0,−1). Подра-
зумевается, что вершины A1, A2, A3, и A4 лежат на экваторе Q
именно в указанном порядке, а A5 и A6 являются, соответствен-
но, северным и южным полюсами Q (более подробно об октаэдрах
Брикара можно прочитать, напр., в [102]).

Перенумеруем рёбра Q в соответствии со следующей таблицей

1 2 3 4 5 6
1 * 1 ∗ 4 5 9
2 1 ∗ 2 ∗ 6 10
3 * 2 ∗ 3 7 11
4 4 ∗ 3 ∗ 8 12
5 5 6 7 8 ∗ ∗
6 9 10 11 12 ∗ ∗

Здесь число, стоящее на пересечении столбца с верхним элемен-
том i и строки с самым левым элементом j, задаёт номер e =
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e(i, j) ребра октаэдра Q, соединяющего i-ю и j-ю вершины Q;
символ ∗ означает, что соответствующие вершины не соединены
никаким ребром Q.

Следующий рисунок даёт представление об изучаемом окта-
эдре Брикара.

A1

A2

A3

A4

A5

A6

1
2

3
4

5
6

7
8

9
10

11
12

Рис. 1

Числа, указанные рядом с каждым ребром, соответствуют вве-
дённой выше нумерации рёбер.

Построим по Q билинейное отображение B : R18 × R18 →
R12, о котором идёт речь в теореме 11.1. Оно имеет следующие
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компоненты:

B1(X,U)
= (x1 − x2)(u1 − u2) + (y1 − y2)(v1 − v2) + (z1 − z2)(w1 − w2),

B2(X,U)
= (x2 − x3)(u2 − u3) + (y2 − y3)(v2 − v3) + (z2 − z3)(w2 − w3),

B3(X,U)
= (x3 − x4)(u3 − u4) + (y3 − y4)(v3 − v4) + (z3 − z4)(w3 − w4),

B4(X,U)
= (x4 − x1)(u4 − u1) + (y4 − y1)(v4 − v1) + (z4 − z1)(w4 − w1),

B5(X,U)
= (x5 − x1)(u5 − u1) + (y5 − y1)(v5 − v1) + (z5 − z1)(w5 − w1),

B6(X,U)
= (x5 − x2)(u5 − u2) + (y5 − y2)(v5 − v2) + (z5 − z2)(w5 − w2),

B7(X,U)
= (x5 − x3)(u5 − u3) + (y5 − y3)(v5 − v3) + (z5 − z3)(w5 − w3),

B8(X,U)
= (x5 − x4)(u5 − u4) + (y5 − y4)(v5 − v4) + (z5 − z4)(w5 − w4),

B9(X,U)
= (x6 − x1)(u6 − u1) + (y6 − y1)(v6 − v1) + (z6 − z1)(w6 − w1),

B10(X,U)
= (x6 − x2)(u6 − u2) + (y6 − y2)(v6 − v2) + (z6 − z2)(w6 − w2),

B11(X,U)
= (x6 − x3)(u6 − u3) + (y6 − y3)(v6 − v3) + (z6 − z3)(w6 − w3),

B12(X,U)
= (x6 − x4)(u6 − u4) + (y6 − y4)(v6 − v4) + (z6 − z4)(w6 − w4),

где

X = (x1, y1, z1, x2, y2, z2, x3, y3, z3, x4, y4, z4, x5, y5, z5, x6, y6, z6)

и

U = (u1, v1, w1, u2, v2, w2, u3, v3, w3, u4, v4, w4, u5, v5, w5, u6, v6, w6)

— произвольные векторы в R18.
Как известно, октаэдр Брикара является изгибаемым. Для

определённости будем считать, что вершины A5 и A6 имеют сле-
дующие координаты в процессе изгибания: A5(t) = (0, 0, 1 − t) и
A6(t) = (0, 0,−1 + t) (переменная t достаточно мала по абсолют-
ной величине). Более того, будем считать, что рёбра A1A2 и A3A4

симметричны друг другу относительно плоскости, натянутой на
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векторы (1, 0, 0) и (0, 0, 1). При этих предположениях мы полу-
чаем следующие уравнения для нахождения координат остав-
шихся вершин A1(t) = (x1(t), y1(t), 0), A2(t) = (x2(t), y2(t), 0),
A3(t) = (x1(t),−y1(t), 0), и A4(t) = (x2(t),−y2(t), 0) как функций
переменного t:

[x1(t)− x2(t)]2 + [y1(t)− y2(t)]2 = 4,

[x1(t) + x2(t)]2 + [y1(t)− y2(t)]2 = 12,

[x1(t)]2 + [y1(t)]2 + (1− t)2 = 5,

[x2(t)]2 + [y2(t)]2 + (−1 + t)2 = 5.

Дифференцируя эти уравнения относительно t как это было сде-
лано в параграфе 2, мы получим следующие коэффициенты при-
ближённых решений X(t) = X0 + tX1 + t2X2 + . . .+ tnXn:

X0 = (2, 0, 0, 1,
√

3, 0,−2, 0, 0,−1,
√

3, 0, 0, 0, 1, 0, 0,−1),

X1 =
(1

2
,

2√
3
, 0,−1

4
,

5
4
√

3
, 0,−1

2
,

2√
3
, 0,

1
4
,

5
4
√

3
, 0, 0, 0,−1, 0, 0, 1

)
,

X2 =
(−31

48
,− 11

6
√

3
, 0,

37
96
,− 113

96
√

3
, 0,

31
48
,− 11

6
√

3
, 0,−37

96
,− 113

96
√

3
,

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0
)
,

X3 =
(445

576
,

223
144
√

3
, 0,− 649

1152
,

1325
1152
√

3
, 0,−445

576
,

223
144
√

3
, 0,

649
1152

,

1325
1152
√

3
, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0

)
,

X4 =
(−30239

27648
,− 3683

1728
√

3
, 0,

50249
55296

,− 101413
55296

√
3
, 0,

30239
27648

,

− 3683
1728
√

3
, 0,−50249

55296
,− 101413

55296
√

3
, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0

)
,

X5 =
(566191

331776
,

283771
82944

√
3
, 0,−1027159

663552
,

2128499
663552

√
3
, 0,−566191

331776
,

283771
82944

√
3
, 0,

1027159
663552

,
2128499

663552
√

3
, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0

)
,

99



X6 =
(−7751729

2654208
,− 225415

36864
√

3
, 0,

14770211
5308416

,− 3512383
589824

√
3
, 0,

7751729
2654208

,

− 225415
36864

√
3
, 0,−14770211

5308416
,− 3512383

589824
√

3
, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0

)
,

X7 =
(170000039

31850496
,

92241497
7962624

√
3
, 0,−332342771

63700992
,

730291327
63700992

√
3
, 0,

− 170000039
31850496

,
92241497

7962624
√

3
, 0,

332342771
63700992

,
730291327

63700992
√

3
,

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0
)
,

X8 =
(−31271000117

33057647616
,− 2176523761

95551488
√

3
, 0,

61898822459
6115295232

,

− 138739916623
6115295232

√
3
, 0,

31271000117
3057647616

,− 2176523761
95551488

√
3
, 0,

− 61898822459
6115295232

,− 138739916623
6115295232

√
3
, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0

)
,

X9 =
(2230982344027

110075314176
,

1264655218003
4194304 · 38

√
3
, 0,−4441640263531

220150628352
,

10101894456215
220150628352

√
3
, 0,−2230982344027

110075314176
,

1264655218003
4194304 · 38

√
3
, 0,

4441640263531
220150628352

,
10101894456215
220150628352

√
3
, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0

)
,

X10 =
(−108770280601489

2641807540224
,−31215406114457

16777216 · 39
√

3
, 0,

217110627870619
5283615080448

,

− 499163140516943
268435456 · 39

√
3
, 0,

108770280601489
2641807540224

,−31215406114457
16777216 · 39

√
3
, 0,

− 217110627870619
5283615080448

,−499163140516943
268435456 · 39

√
3
, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0

)
,

X11 =
(2701985126197979

31701690482688
,

1564814608325921
134217728 · 310

√
3
, 0,

− 5399405279552831
63403380965376

,
12515889452241211
1073741824 · 310

√
3
, 0,−2701985126197979

31701690482688
,

1564814608325921
134217728 · 310

√
3
, 0,

5399405279552831
63403380965376

,
12515889452241211
1073741824 · 310

√
3
,

0, 0, 0, 0, 0, 0, 0
)
.
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Обозначим через Ln линейную оболочку векторов X1, . . . , Xn.
Прямая проверка показывает, что L1 ⊂ L2 ⊂ L3 ⊂ L4 ⊂ L5 =
L6 = L7 = L8 = L9 = L10 = L11. Здесь запись Li ⊂ Lj подразуме-
вает, что Li является собственным подмножеством Lj .

Более того, прямая проверка показывает, чтоB(Xi, Xj) ∈ C(L5)
для всех i, j = 1, . . . , 5. Следовательно теорема 11.1 может быть
применена к изучаемому октаэдру Брикара. Другими словами,
мы можем утверждать, что изучаемый первый октаэдр Брикара
изгибается в силу теоремы 11.1.

Идея использования жёсткости (какого-то порядка) каркаса
для доказательства его неизгибаемости эксплуатируется очень
давно и основывается, прежде всего, на следующем хорошо из-
вестном утверждении:

Теорема 11.2 Если каркас в Rn является жёстким первого по-
рядка, то он является неизгибаемым.

Доказательство теоремы 11.2 немедленно вытекает из тео-
ремы 2.3 и описанного выше сведе́ния задачи об изгибаемости
каркаса к задаче том определяет ли система уравнений (39) неяв-
ную функцию или её решение xj = xj(0), j = 1, . . . , N , является
изолированным.

Теорема 11.2 служит одним из краеугольных камней в вопро-
сах существования и единственности выпуклых многогранников
при том способе изложения, который принят в классической кни-
ге [6]. Из недавних работ, использующих теорему 11.2, отметим
статьи Х. Маехары [70] и [71], в которых доказано что на плоско-
сти и в трёхмерном евклидовом пространстве существуют неизги-
баемые каркасы, у которых все стержни имеют длину 1 и которые
не содержат ни одного треугольника, образованного стержнями.
Другие утверждения о взаимосвязи понятий изгибаемости и на-
личия нетривиальных бесконечно малых изгибаний см., напр., в
[25], [34], [38], [69], [134], [135], [136], [137].

Хорошо известен также следующий аналог теоремы 11.2:

Теорема 11.3 Если каркас в Rn является жёстким второго
порядка, то он является неизгибаемым.

Доказательство теоремы 11.3 немедленно вытекает из тео-
ремы 2.4.

Докажем следующее обобщение теорем 11.2 и 11.3.
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Теорема 11.4 Пусть каркас K в Rn имеет одно нетривиальное
линейно независимое бесконечно малое изгибание первого поряд-
ка и пусть существует число q ≥ 2 для которого K является
жёстким порядка q. Тогда K является неизгибаемым.

Доказательство. Избавимся от тривиальных изгибаний как
это было объяснено выше. Тогда ядро оператора C, построенного
по системе (39), имеет размерность 1. Пусть T = (kerC)⊥. Со-
гласно теореме 2.4, система (39) имеет T -стандартное формальное
решение Y (t) =

∑+∞
p=0 Ypt

p такое, что Y0 = K и K + Y1t является
нетривиальным бесконечно малым изгибанием первого порядка.
При этом выражение Y (t) =

∑q
p=0 Ypt

p является нетривиальным
бесконечно малым изгибанием порядка q. Это, однако, противо-
речит условиям теоремы, согласно которым K является жёстким
порядка q. Полученное противоречие доказывает теорему 11.4.

Другие утверждения о взаимосвязи бесконечно малых изги-
баний высших порядков с изгибаемостью каркасов читатель мо-
жет найти, напр., в [37], [119] и [120]. Для гладких поверхностей
результаты, отчасти аналогичные теореме 11.4, были получены
Н. В. Ефимовым [45], Н. Г. Перловой [90], [91] и И. Х. Сабито-
вым [103].

Следующая теорема означает, что свойство каркаса быть нежёст-
ким первого порядка сохраняется при проективных преобразова-
ниях. Для гладких поверхностей это свойство появляется ещё у
Г. Дарбу [41]. После работы Р. Зауера [109] оно стало общеизвест-
ным (см. напр., [94] и [102]). Проективная инвариантность нежёст-
костких первого порядка многогранников, по-видимому, впервые
была замечена В. Бляшке [23], а затем была многократно (и, ка-
жется, — независимо) переоткрыта многими авторами, см., напр.,
[132], [133], [137], [141], [142]. Для каркасов это свойство специаль-
но не формулировалось несмотря на то, что проективные свойства
каркасов в связи с изгибаемостью изучались достаточно подробно
(см., напр., [38]). Прежде чем переходить к формулировке теоре-
мы, условимся об обозначениях.

Пусть A — некоторое проективное преобразование простран-
ства Rn в себя, т. е. отображение, которое точке x = (x1, x2, . . . , xn) ∈
Rn сопоставляет точку y = (y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn по формулам

yi =
ai0 +

n∑
j=1

aijxj

a00 +
n∑
j=1

a0jxj

, i = 1, 2, . . . , n.
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Здесь aij — фиксированные числа. Считаем, что отображение A
не определено на векторах x, для которых a00 +

∑n
j=1 a0jxj 6= 0.

Пусть каркас P в Rn имеет шарниры p1, p2, . . . , pN и пусть все
pi лежат в области определения проективного преобразования A.
Через AP обозначим новый каркас в Rn, шарнирами которого
являются точки Ap1, Ap2, . . . , ApN , причём шарниры Api и Apj
соединены стержнем в AP если и только если шарниры pi и pj
соединены стержнем в P .

Теорема 11.5 Если каркас P в Rn является нежёстким перво-
го порядка, то каркас AP также является нежёстким первого
порядка. Более того, каркасы P и AP имеют одинаковое число
линейно независимых бесконечно малых изгибаний первого по-
рядка.

Доказательство. Как обычно, избавимся от тривиальных
изгибаний каркаса P и построим по нему оператор C. Поскольку
каркас P является нежёстким первого порядка, то система ли-
нейных уравнений CX = 0 имеет ненулевое решение. Обозначим
компоненты шарнира pi через pi,1, pi,2, . . . , pi,n, i = 1, 2, . . . , N .
Будем также трактовать X как мультивектор, т. е. как набор из
N векторов x1, x2, . . . , xN , причём вектор xi имеет компоненты
xi,1, xi,2, . . . , xi,n. При этом система CX = 0 записывается в виде
набора уравнений

n∑

k=1

(pi,k − pj,k)(xi,k − xj,k) = 0, (40)

где 1 ≤ i, j ≤ N и шарниры pi и pj соединены стержнем в P .
Используя формулы (40), мы можем дать следующее описание
матрицы оператора C, точнее того её столбца, который при вы-
числении произведения CX умножается на переменную xi,k: если
этот элемент стоит на пересечении нашего столбца со строкой, со-
ответствующей уравнению (40) (т. е. если индексы i и j таковы,
что шарниры pi и pj соединены стержнем), то он равен pi,k−pj,k,
в противном случае он равен нулю.

Аналогичным образом построим оператор AC для каркасаAP .
Его матрицу можно получить из матрицы оператора C, заменив
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каждый элемент вида pi,k − pj,k выражением

ak0 +
n∑
l=1

aklpi,l

a00 +
n∑
l=1

a0lpi,l

−
ak0 +

n∑
l=1

aklpj,l

a00 +
n∑
l=1

a0lpj,l

=

n∑
l=1

(ak0a0l + a00akl)(pi,l − pj,l)
(
a00 +

n∑
l=1

aklpi,l

)(
a00 +

n∑
l=1

a0lpi,l

) .

Последнее выражение означает, что при переходе от матрицы C
к матрице AC каждый столбец матрицы C, соответствующий пе-
ременной xi,k, заменяется линейной комбинацией n столбцов, со-
ответствующих переменным xi,1, xi,2, . . . , xi,n. При этом столбец,
соответствующий переменной xi,l умножается на число

ak0a0l + a00akl(
a00 +

n∑
m=1

akmpi,m

)(
a00 +

n∑
m=1

a0mpi,m

) .

Но при таком преобразовании ранг матрицы не меняется. Зна-
чит матрицы операторов C и AC имеют не только одинаковое
число строк и столбцов, но и одинаковый ранг. Поэтому из того,
что уравнение CX = 0 имеет ненулевое решение вытекает, что
уравнение ACX = 0 также имеет ненулевое решение. Но это и
означает, что каркас AP является нежёстким первого порядка.
Теорема 11.5 доказана.

Укажем пару нерешенных проблем, имеющих прямое отноше-
ние к изложенному в настоящем параграфе.

Во-первых было бы интересно освободиться в теореме 11.4
от условия, что у многогранника существует всего одно линейно
независимое изгибание первого порядка. Примеры показывают,
что при наличии нескольких линейно независимых бесконечно
малых изгибаний первого порядка можно гарантировать неизги-
баемость многогранника только если всякое его бесконечно малое
изгибание заведомо непродолжаемо в бесконечно малое изгибание
достаточно высокого порядка N . Проблема как раз и состоит в
том, чтобы найти (или оценить) это N .

Во-вторых было бы интересно описать все нежёсткие второ-
го порядка октаэдры в терминах операторов B и C. Известно
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несколько разных описаний нежёстких первого порядка октаэд-
ров. Например, если известны координат вершин октаэдра, то он
является нежёстким первого порядка если и только если зануля-
ется определитель его матрицы жёсткости C. Отсюда в частности
вытекает, что множество нежёстких первого порядка октаэдров
является алгебраическим в пространстве, образованном коорди-
натами всех вершин. При этом ясно, что множество нежёстких
второго порядка октаэдров заведомо не является алгебраическим,
поскольку оно не является замкнутым (в самом деле, взяв какой-
нибудь нежёсткий второго порядка октаэдр и применяя к нему
гомотетию с коэффициентом 1/n при неограниченно возрастаю-
щем n получим в пределе вырожденный октаэдр длины всех рё-
бер которого равны нулю и который, очевидно, является жёстким
второго порядка). Тем не менее некоторая надежда на существо-
вание разумного описания нежёстких второго порядка октаэдров
в терминах операторов B и C остаётся. Она поддерживается из-
вестными геметрическими условиями того, что октаэдр является
нежёстким второго порядка [119].

12 Заполнение пространства многогран-
никами

Рассмотрим заполнение многогранниками n-мерного, односвяз-
ного, полного пространства Rn постоянной кривизны, т. е. либо
евклидова пространства, либо пространства Лобачевского. Наше
изложение в основном следует работе А. Д. Александрова [7].

Говоря наглядно, речь идёт о следующем построении. Пусть
дано конечное число n-мерных многогранников Pi, вообще гово-
ря не обязательно выпуклых. Берём в Rn многогранник, равный
одному из Pi, к нему по всем его целым (n − 1)-мерным граням
прикладываем многогранники, равные каким-то из многогранни-
ков Pi, и т. д. На каждом шаге можно некоторые из (n − 1)-
мерных граней просто отождествлять друг с другом, вместо того
чтобы прикладывать к ним новые многогранники, если только
эти грани целиком налегали друг на друга и принадлежали мно-
гогранникам, лежавшим вблизи этих граней по разные стороны
от их плоскости.

Не исключается, что многогранники при таком построении пе-
ресекаются.

Для дальнейшего представляется необходимым дать следую-
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щее строгое определение.
Пусть дан комплекс Kn, образованный n-мерными многогран-

никами. Предполагается, что каждому многограннику принадле-
жат все его грани. Комплекс рассматривается абстрактно, т. е. хо-
тя каждый его многогранник есть многогранник из данного про-
странства Rn (евклидова, сферического или пространства Лоба-
чевского), тем не менее комплекс Kn не считается погруженным
в Rn.

Предполагается далее, что комплекс Kn обладает следующи-
ми свойствами:

(1) Среди многогранников комплекса есть только конечное
число неконгруэнтных.

(2) Каждая (n− 1)-мерная грань любого многогранника P из
комплекса Kn является вместе с тем гранью одного и только од-
ного другого многогранника P ′ из Kn.

(3) (Условие «сильной связности»). Если P и P ′ — любые два
многогранника из Kn, то существует соединяющая их цепь. При
этом под цепью понимается конечная последовательность много-
гранников, в которой каждые два соседних смежны по (n − 1)-
мерной грани. То же, что цепь соединяет многогранники P и P ′,
означает, что первый и последний её многогранники суть как раз
P и P ′.

(4) Если Qk есть k-мерная (0 ≤ k ≤ n−2) грань многогранника
P из Rn, то она считается принадлежащей вместе с тем много-
граннику P ′ тогда и только тогда, когда существует соединяю-
щая P и P ′ цепь, в которой каждые два соседних многогранника
смежны по (n− 1)-мерной грани, содержащей грань Qk.

Заметим, что комплекс может быть бесконечным и даже ло-
кально бесконечным, т. е. отдельные его грани Qk (0 ≤ k ≤ n− 2)
могут принадлежать бесконечному числу многогранников ком-
плекса.

Кроме того предполагаем заданным непрерывное отображе-
ние f тела комплекса Kn в Rn, удовлетворяющее условиям:

(i) Сужение f на каждый многогранник комплекса Kn явля-
ется изометрией.

(ii) Если многогранники P и P ′ смежны по грани Qn−1, то их
образы f(P ) и f(P ′) лежат в окрестности образа f(Qn−1) грани
Qn−1 по разные стороны от него. (Если многогранники выпук-
лы, то они вообще лежат по разные стороны от плоскости грани
f(Qn−1), но если они не выпуклы, то это требуется лишь в окрест-
ности этой грани.)
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Целью этого параграфа являются следующие две теоремы.

Теорема 12.1 Отображение f сюръективно, т. е. образ тела
комплекса Kn в Rn есть всё Rn, или, иными словами, описан-
ный выше процесс прикладывания многогранников по целым гра-
ням приводит к заполнению всего пространства. Более того,
для любой ограниченной части пространства найдётся конеч-
ное число многогранников комплекса Kn, образы которых уже
покрывают эту часть пространства.

Более глубокий вопрос состоит в отыскании условий, при ко-
торых это заполнение осуществляется без взаимных налеганий
многогранников, т. е. когда отображение f инъективно. На этот
вопрос отвечает следующая теорема.

Теорема 12.2 Для того чтобы отображение f было взаимно
однозначным, необходимо и достаточно, чтобы оно было взаим-
но однозначным вокруг каждой (n − 2)-мерной грани комплек-
са Kn, т. е. чтобы сходящиеся в такой грани многогранники
при отображении f не перекрывались в сколь угодно малой её
окрестности. Иными словами, для того чтобы заполнение про-
странства многогранниками осуществлялось в целом без пере-
крытий, достаточно чтобы оно осуществлялось без перекры-
тий «локально» вокруг каждой (n− 2)-мерной грани.

Необходимость условия теоремы 12.2 очевидна, и речь будет
идти о доказательстве его достаточности.

Значение теоремы 12.2 состоит в том, что она сводит вопрос о
возможности однозначного заполнения всего пространства в це-
лом к вопросу о возможности его локального однозначного за-
полнения вокруг (n − 2)-мерных граней. В частности, она легко
приводит к известному простому геометрическому описанию па-
раллелоэдров, по-видимому, впервые установленному Б. А. Вен-
ковым [126].

Напомним, что параллелоэдром называется выпуклый много-
гранник, параллельным перенесением которого можно заполнить
всё пространство так, чтобы многогранники не входили друг в
друга и не оставляли пустот. Простейшие примеры представля-
ют куб и правильная шестигранная призма. Параллелоэдр назы-
вается нормальным, если указанное выше заполнение простран-
ства можно осуществить прикладывая параллельные копии мно-
гогранника по целым граням и ненормальным, если такое за-
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полнение пространства возможно если отказаться от соблюдения
условия прилегания по целым граням.

Известно, что каждый n-мерный параллелоэдр (как нормаль-
ный, так и ненормальный) обладает следующими свойствами :

(a) он имеет центр симметрии;
(b) каждая его (n− 1)-мерная грань имеет центр симметрии;
(c) для каждой (n− 2)-мерной грани параллельные ей (n− 1)-

мерные грани образуют замкнутую шестигранную или четырёх-
гранную зону.

Из теоремы 12.2 легко вытекает, что условия (a)–(c) не только
необходимы, но и достаточны для того, чтобы выпуклый мно-
гогранник был нормальным параллелоэдром (откуда, в свою оче-
редь, очевидно вытекает, что каждый ненормальный параллело-
эдр является также нормальным).

В самом деле, из условий (a)–(c) ясно, что (n − 1)-мерные
грани зоны, отвечающей какой-либо (n − 2)-мерной грани Qn−2,
ограничивают при бесконечном продолжении вдоль Qn−2 либо
шестигранную, либо четырёхгранную призму с центром симмет-
рии. Эти призмы при параллельном прикладывании, очевидно,
однозначно заполняют окрестность грани Qn−2. Таким образом,
условие теоремы 12.2 выполнено, и, стало быть, многогранник со
свойствами (a)–(c) однозначно заполняет пространство при па-
раллельном прикладывании по целым граням, т. е. является нор-
мальным параллелоэдром.

Из приведённого геометрического описания параллелоэдров
вытекает, например, что для того чтобы правильным многогран-
ником можно было однозначно заполнить пространство Rn, при-
кладывая его по целым граням, необходимо и достаточно, чтобы
его двугранные углы, т. е. углы между (n− 1)-мерными гранями,
смежными по (n−2)-мерным граням, составляли целую часть 2π.
Это, в частности, приложимо к правильному делению n-мерной
сферы. Точно так же, очевидно, получается условие однознач-
ного заполнения пространства многогранниками, получаемыми
из данного многогранника P последовательными отражениями
в (n − 1)-мерных гранях. Это условие состоит в том, что каж-
дый двугранный угол многогранника P должен составлять целую
часть 2π, и если такой угол при грани Qn−2 есть нечётная часть
2π, то P должен иметь плоскость симметрии, проходящую через
грань Qn−2.

Заметим ещё, что, как можно видеть из последующего изло-
жения, условия прилегания многогранников по целым граням и
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наличия только конечного числа неравных среди них не являются
совершенно необходимыми и могут быть ослаблены. Можно, во-
первых, сами куски граней, по которым смежны многогранники,
считать гранями, а, во-вторых, вместо условия конечности чис-
ла неравных многогранников достаточно требовать, чтобы суще-
ствовало такое число a > 0, что у каждого многогранника каждые
две несмежные грани любых измерений удалены не менее, чем на
a. Мы, однако, не будем вдаваться в обоснование возможности по-
добных обобщений, — она представляется достаточно очевидной.

Доказательства теорем 12.1 и 12.2 будем вести индукцией по
числу измерений пространства. Однако прежде чем приступать
к этим доказательствам, проделаем некотороые вспомогательные
построения.

Возьмём на какой-либо грани Qk (k 6= 0) комплекса Kn внут-
реннюю по отношению к ней точку A. Если многогранник P из
Kn содержит точку A, то построим в нём шаровой сектор V с цен-
тром в A, не пересекающий никаких граней кроме самой Qk и тех
граней размерности, бо́льшей k, которые прилегают ко всей гра-
ни Qk. Так как среди многогранников P только конечное число
неравных, то можно указать такое r > 0, что в каждом много-
граннике P , содержащем точку A, содержится такого рода сек-
тор V радиуса r. Все эти секторы образуют в сумме окрестность
точки A; эту окрестность назовём шаровой окрестностью S(A, r)
точки A в теле комплекса Kn.

Граница шаровой окрестности S(A, r) состоит из (n−1)-мерных
сферических многогранников, вырезаемых на сфере секторами
V . Эти многогранники образуют некоторый комплекс Kn−1. Из
условий (1)–(4), которые были наложены выше на комплекс Kn,
непосредственно следует, что комплекс Kn−1 удовлетворяет тем
же условиям (конечно с заменой n на n−1). В частности, условие
(3) сильной связности комплекса вытекает из того, что по усло-
вию (4) грань Qk, а стало быть и точка A, является общей для
многогранников P и P ′ тогда и только тогда, когда существует
цепь, соединяющая P и P ′, в которой каждые два соседних мно-
гогранника смежны по (n− 1)-мерной грани, содержащей Qk.

Тело комплекса Kn−1 есть не что иное, как граница окрестно-
сти S(A, r).

Далее, непрерывное отображение f тела комплекса Kn в Rn,
естественно, определяет непрерывное отображение тела комплек-
са Kn−1, и, так как отображение тела комплекса Kn является
изометрией на каждом многограннике, то тело комплекса Kn−1
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отображается в (n − 1)-мерную сферу радиуса r вокруг точки
f(A). Это отображение, очевидно, удовлетворяет сформулирова-
ным выше условиям (i) и (ii).

Таким образом, для комплекса Kn−1 выполнены условия (1)–
(4). А так как размерность комплекса Kn−1 есть n−1, то это даёт
основание для проведения индукции.

Заметим ещё, что если точка A лежит внутри какого-либо
многогранника P комплекса Kn, то она тем самым имеет ша-
ровую окрестность, лежащую в P . Если же точка A лежит на
(n− 1)-мерной грани, по которой смежны многогранники P и P ′,
то она имеет шаровую окрестность, состоящую из двух полуша-
рий, так что в этом случае комплекс Kn−1 состоит просто из двух
полусфер.

Доказательства следующих лемм читатель может найти в [7].

Лемма 12.3 Для каждого комплекса Kn существует число a >
0 со следующим свойством. У любой точки A из тела комплекса
Kn есть окрестность радиуса a, содержащаяся в некоторой
шаровой окрестности с центром, вообще говоря, в некоторой
другой точке B.

Лемма 12.4 Если отображение f тела комплекса Kn в про-
странство Rn сюръективно и у каждой точки есть шаровая
окрестность, сужение f на которую взаимно однозначно, то f
инъективно.

Идея доказательства леммы 12.4 состоит в том, чтобы сначала
убедиться, что f является накрытием, а затем, с учётом того, что
Rn односвязно, воспользоваться теоремой 3.4.

Доказательство теоремы 12.1 будем вести индукцией по
числу измерений n. Начать можно с n = 1; в этом случае речь
идёт попросту о покрытии окружности или прямой приклады-
ваемыми друг к другу отрезками, и, очевидно, что здесь теорема
верна. (Правда, в случае n = 1 теорема, строго говоря, отличается
от теоремы 12.1, хотя бы потому, что окружность не односвязна.
Но это не сказывается на дальнейшем ходе доказательства.)

Итак, мы будем предполагать, что теорема 12.1 верна для
(n−1)-мерных пространств. На этом основании мы докажем сле-
дующее:

Если точка A ∈ Rn покрыта образом тела комплекса Kn, то
целый шар радиуса a вокруг неё уже покрывается конечным чис-
лом образов некоторых многогранников комплекса Kn, причём a
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не зависит от точки A и является тем числом a, которое опре-
делено в лемме 12.3.

В самом деле, пусть точка A из тела комплекса Kn является
прообразом точки A (любым из её прообразов, если их несколь-
ко). По лемме 12.3, точка A имеет окрестность данного радиуса a,
заключённую в шаровой окрестности S(C, r) некоторой точки C.
Поверхность окрестности S(C, r) состоит из (n−1)-мерных сфери-
ческих многогранников, образующих комплекс Kn−1, для кото-
рого, как мы убедились выше, выполнены такие же условия, как
для комплекса Kn. Тело комплекса Kn−1 (т. е. граница окрестно-
сти S(C, r)) отображается в границу S

n−1
шара S(f(C), r) вокруг

точки f(C) ∈ Rn.
Так как, по предположению, теорема 12.1 верна для (n − 1)-

мерного случая, то образ тела комплекса Kn−1 покрывает всю
сферу S

n−1
и даже некоторое конечное число многогранников из

Kn−1 уже её покрывает.
Но отображение f изометрично на каждом многограннике те-

ла комплекса Kn. Поэтому и шар S(f(C), r) покрывается конеч-
ным числом образов тех шаровых секторов, которые образуют
окрестность S(C, r). Короче, шар S(f(C), r) уже покрывается ко-
нечным числом многогранников из Kn, что и требовалось дока-
зать.

Докажем теперь первое утверждение теоремы 12.1, а именно,
что образ тела комплекса Kn покрывает всё пространство Rn.

ПустьB — любая точка из Rn. Возьмём какую-либо точкуA ∈
Rn, покрытую образом тела комплекса Kn, и проведём отрезок
AB. Отрезок AB покроем конечным числом отрезков длины ≤ a:
AA1, A1A2, . . . , ApB.

Так как точка A покрыта образом тела комплекса Kn, то, по
доказанному, шар радиуса a вокруг неё тоже покрыт образом
тела комплекса Kn. Следовательно, точка A1 покрыта образом
тела комплекса Kn. Теперь, точно так же убеждаемся, что точка
A2 тоже покрыта образом тела Kn, и т. д. Дойдя до точки B,
убеждаемся, что она покрыта образом тела комплекса Kn, а так
как она любая, то тем самым доказано, что f сюръективно.

Докажем теперь второе утверждение теоремы 12.1, а имен-
но, что любая ограниченная часть пространства Rn уже покры-
вается образами некоторого конечного числа многогранников из
комплекса Kn.

В самом деле, ограниченная часть пространства покрывается
конечным числом шаров радиуса a, а, по доказанному, каждый
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такой шар покрывается образами конечного числа многогранни-
ков изKn. Отсюда и следует доказываемое утверждение. Теорема
12.1 доказана полностью.

Доказательство теоремы 12.2. Теорема верна для n = 2. В
самом деле, в этом случае условие теоремы означает, что отобра-
жение тела комплекса K2 в R2 взаимно однозначно вокруг каж-
дой вершины. Кроме того, вокруг каждой внутренней точки мно-
гогранника (в данном случае многоугольника комплекса K2) или
вокруг каждой внутренней точки стороны оно взаимно однознач-
но по самим условиям, наложенным на это отображение.

Таким образом, шаровая (в данном случае круговая) окрест-
ность каждой точки из K2 отображается в R2 взаимно однознач-
но. По лемме 12.4 отсюда следует, что отображение f тела ком-
плекса K2 на R2 инъективно.

Допустим теперь, что теорема 12.2 верна для (n− 1)-мерного
случая, и докажем её для n-мерного комплекса Kn.

Пусть A — точка тела комплекса Kn; S(A, r) — её шаровая
окрестность, аKn−1 — соответствующий комплекс (n−1)-мерных
многогранников, образующих границу окрестности S(A, r). Тело
комплекса Kn−1 отображается на границу Sn−1 шара S(f(A), r)
вокруг точки f(A) ∈ Rn.

Каждая ((n−1)−2)-мерная грань комплекса Kn−1 есть не что
иное, как пересечение некоторой (n−2)-мерной грани комплекса,
подходящей к точке A, со сферой с центром в точке A. По усло-
вию теоремы, отображение f тела комплекса Kn на Rn взаимно
однозначно вокруг каждой (n−2)-мерной грани. Поэтому отобра-
жение тела комплекса Kn−1 на Sn−1 взаимно однозначно вокруг
каждой ((n− 1)− 2)-мерной грани. Это значит, что для комплек-
са Kn−1 выполнено условие теоремы; и так как мы считаем её
для (n−1)-мерных комплексов верной, то отображение тела ком-
плекса Kn−1 на сферу Sn−1 инъективно. Вместе с этим очевид-
ным образом оказывается инъективным и отображение шаровой
окрестности S(A, r) на шар S(f(A), r).

Этим доказано, что отображение всякой шаровой окрестно-
сти взаимно однозначно, а тогда, в силу леммы 12.4, оказывается
взаимно однозначным отображение f , и теорема 12.2 доказана.
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