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б) класс CB4

в) класс FPP11

г) класс GAP–A
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д) класс GAP–B

е) класс GAP–C

ж) класс Uniform
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з) класс Euclidean

Рис 20. Расположение локальных минимумов

На рис. 20а, 20б, 20е, 20ж можно увидеть много малых шаров на боль-
шом удалении от глобального оптимума. Если представить множество
локальных оптимумов в виде галактики, то на её границах будут шары
малого радиуса, а в центральной части — много больших шаров. Область
высокой концентрации локальных оптимумов содержит шары с высоким
и низким значениями целевой функции. Глобальный оптимум может рас-
полагаться как в центральной части галактики (рис. 20а, 20б), так и да-
леко от центра и иметь малый радиус (рис. 20в, 20ж). По-видимому,
нельзя предсказать его радиус и место расположения. Можно только от-
метить, что легкие классы имеют мало локальных оптимумов, например,
N = 1018 для класса Uniform и N = 40 для класса Euclidean. Трудные
классы имеют много локальных оптимумов, N ≈ 9000 для классов BPC7,
FPP11, GAP–C. Возможно, наиболее трудные примеры имеют несколько
галактик локальных оптимумов, расположенных на достаточно большом
расстоянии друг от друга и отделённых областью с высокими значени-
ями целевой функции. Такие примеры представляют несомненный ин-
терес для экспериментальных исследований. Один из таких классов для
многостадийной задачи размещения представлен в следующем разделе
этой главы.

Таблица 12 показывает частоту нахождения оптимального решения
метаэвристиками: вероятностный поиск с запретами (PTS), генетический
локальный поиск (GA), жадные эвристики с локальной оптимизацией
(GRASP + LI). Все алгоритмы используют окрестность FLIP ∪ Swap.
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Критерием остановки служит выполнение 104 шагов, соответствует пе-
реходу от текущего решения к соседнему. Таблица 6.3 подтверждает, что
классы Uniform и Euclidean являются простыми для метаэвристик. Для
нахождения оптимума любой из них потребовал не более 103 шагов.

Таблица 12. Частота нахождения оптимального решения

Классы примеров Диаметр PTS GA GRASP + LI

BPC7 128 0,93 0,90 0,99
CB4 144 0,00 0,88 0,68
FPP11 133 0,67 0,46 0,99
GAP–A 100 0,85 0,76 0,87
GAP–B 100 0,59 0,44 0,49
GAP–C 100 0,53 0,32 0,42
Uniform 100 1,0 1,0 1,0
Euclidean 100 1,0 1,0 1,0

Рис. 21. Изменение среднего радиуса Rave

Рис. 21 показывает изменение среднего радиуса Rave с ростом рассто-
яния d. Для каждого класса эта функция имеет три ярко выраженных
участка: пологий, крутого подъема и снова пологий. Первый из них со-
ответствует ситуации, когда шары мало пересекаются друг с другом.
Последний участок соответствует значениям d, близким к диаметру той
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части допустимой области, в которой находятся все найденные локаль-
ные минимумы. Точки перехода от второго участка к третьему показы-
вают размеры области, содержащей основную часть локальных оптиму-
мов. Для класса GAP–C эта точка примерно равна 33, в то время как
для классов FPP11, BPC7, CB4 она примерно равна 42. Следовательно,
эта область для класса GAP–C существенно меньше, чем для классов
FPP11, BPC7, CB4. Столбец "Диаметр" в таблице 11 приводит к тем же
выводам. Тем не менее, класс GAP–C более труден. Он имеет ту же плот-
ность, но матрица (cij) порождалась случайным образом. По-видимому,
это свойство является важным для генерации трудных примеров для
простейшей задачи размещения.

6.3 Примеры с кластеризацией локальных миниму-
мов

В настоящем разделе приводится семейство исходных данных многоста-
дийной задачи размещения, для которых локальные оптимумы группи-
руются в три кластера. Один кластер характеризуется большими зна-
чениями целевой функции, два других — малыми значениями. В задаче
имеется один глобальный минимум. Чтобы попасть к нему локальными
изменениями решений из другого кластера, требуется сначала посетить
кластер с большими значениями целевой функции. Построенное семей-
ство исходных данных может оказаться своего рода "ловушкой" для та-
ких метаэвристик, как вероятностный поиск с запретами, генетические
алгоритмы, локальный поиск с чередующимися окрестностями и др., ес-
ли в алгоритмах не предусмотрены специальные процедуры диверсифи-
кации поиска.

Напомним постановку многостадийной задачи размещения. Пусть I =
{1, . . . , I} множество возможных пунктов размещения предприятий и
J = {1, . . . ,J} множество потребителей. В каждом пункте i ∈ I мож-
но разместить только одно предприятие. Далее, где это не вызывает
путаницы, будем отождествлять предприятие и пункт его размещения.
Будем предполагать, что предприятия имеют узкую специализацию и
для производства продукции требуются наборы предприятий разной спе-
циализации. Продукция, прежде чем попасть к потребителю, должна
пройти несколько стадий обработки на специализированных предприя-



Глава 6. Электронная библиотека 238

тиях [203]. Будем считать, что известны технологические цепочки вида
p = {ip1, . . . , ips(p)}, возможно разной длины, согласно которым продукция
последовательно проходит обработку на предприятиях ip1, ip2, . . . , i

p
s(p). В

одной цепочке предприятия могут повторяться. Множество различных
цепочек обозначим через P = {1, . . . ,P} и положим Pi = {p ∈ P |i ∈
p}, i ∈ I. Стоимость открытия i-го предприятия обозначим через fi ≥ 0,
а стоимость производства продукции по технологической цепочке p и её
транспортировки к j-му потребителю обозначим через cpj ≥ 0.

Введем переменные задачи:

xp =

{
1, если продукция выпускается по технологической цепочке p,
0 в противном случае.

Многостадийная задача размещения состоит в отыскании такого вари-
анта размещения предприятий и выбора на их основе подмножества тех-
нологических цепочек, чтобы с минимальными суммарными затратами
удовлетворить запросы всех потребителей. С использованием введенных
обозначений данная задача может быть записана следующим образом
[21]: найти минимум функции

F (x) =
∑

i∈I

fi max
p∈Pi

{xp}+
∑

j∈J

min
p∈P

{cpj|xp = 1}.

Первое слагаемое задает стоимость открытия предприятий. Второе
слагаемое задает стоимость производства и транспортировки продукции.

Рассмотрим семейство исходных данных F(n,m, K) многостадийной
задачи размещения с P = J = n, I = m, m ≤ n и мощностью допустимых
решений не менее K, т. е.

∑
p∈P xp ≥ K. Построим по этому семейству

новое семейство F(2n,m + 2, K) по следующему правилу. Положим I =
I

⋃{m + 1,m + 2} и

f i =





fi, если i ∈ I,

M1 если i = m + 1,

M2 если i = m + 2,

где M2 > M1 À fi > 0, i ∈ I. Элемент i1 = m + 1 будет входить
в оптимальное решение задачи и определять первый кластер локальных
оптимумов. Элемент i2 = m+2 будет определять второй кластер, где нет
оптимальных решений. Локальные оптимумы, включающие оба элемен-
та, будут формировать третий кластер с большими значениями целевой
функции.



Глава 6. Электронная библиотека 239

Множество P будет состоять из двух копий P1 и P2 множества P .
В состав каждой цепочки из P1 включим элемент i1. В состав каждой
цепочки из множества P2 включим элемент i2. Матрицу cpj определим
как матрицу, составленную подходящим образом из двух копий матрицы
(cpj) при J = J .

Пусть (xp) — допустимое решение для некоторого примера из семей-
ства F(n,m, K). Определим по нему начальное решение для соответ-
ствующего примера из F(2n,m + 2, K̃) следующим образом:

xp =

{
0, если p ∈ P1,

xp, если p ∈ P2.

Для того чтобы получить оптимальное решение задачи, применим ве-
роятностный алгоритм поиска с запретами [21]. Напомним, что в этом
итерационном алгоритме число шагов может быть сколь угодно боль-
шим. На каждом шаге осуществляется переход от текущего решения к
соседнему относительно заранее заданной окрестности. Обозначим че-
рез d(x, y) расстояние Хэмминга между x и y. Через Nk(x) обозначим
окрестность точки x радиуса k в гиперкубе En, т. е.

Nk(x) = {y ∈ En | d(x, y) ≤ k}, k ≥ 1.

Далее будем рассматривать только случай k = 2, хотя все рассужде-
ния можно обобщить и для произвольного k. Для алгоритма поиска с
запретами переход от точки xt−1 к xt связан с изменением некоторых ко-
ординат (it, jt), а список запретов ϕt содержит такие пары за последние
l шагов алгоритма:

ϕt = {(it, jt), (it−1, jt−1), . . . , (it−l+1, jt−l+1)}.
Для удобства будем считать, что it ≤ jt. Если на t-м шаге менялось
значение только одной координаты, то it = jt. По построению в списке
запретов все пары разные, и пара (i, j), i 6= j, не запрещает движение по
парам (i, i), (j, j) и наоборот. При k > 2 аналогичным образом строятся
тройки координат, четверки и т.д. Список запретов удаляет из окрест-
ности N2(x

t) ровно l точек. Множество незапрещенных точек обозначим
через Nk(x

t, ϕt). Для того, чтобы поиск был эффективным, целесообраз-
но использовать малые значения l и управлять данным параметром в
ходе работы алгоритма.
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Для детерминированной окрестности алгоритм поиска с запретами
при l < n(n− 1)/4 будет порождать точки вида

xt
p =

{
0, если p ∈ P1,

0 или 1, если p ∈ P2.
(∗)

Другими словами, последовательность {xt} не уйдет за пределы множе-
ства P2 и оптимальное решение никогда не будет получено. При q < 1
и l < n(n − 1)/4 вероятность найти точное решение задачи стремится
к 1 при неограниченном росте числа итераций, что связано с существо-
ванием пути из любого допустимого решения в глобальный оптимум в
соответствующем графе соседства. Однако для данного семейства любой
такой путь, начинающийся с решений вида (*), должен проходить через
решения из третьего кластера с большими значениями целевой функции.
Для того чтобы сделать первый шаг в таком направлении, рандомизиро-
ванная окрестность не должна содержать точек вида (*), либо такие точ-
ки должны быть запрещены списком запретов. Вероятность такого со-
бытия достаточно мала. Следовательно, вероятность выхода из второго
кластера еще меньше и вероятность нахождения оптимального решения
может оказаться ничтожно малой величиной. Аналогичной конструкци-
ей можно добиться скопления локальных оптимумов и в бо́льшее число
кластеров.

Для исследования реального поведения алгоритмов были сформиро-
ваны примеры следующей размерности:

|J | = 100, |I| = 50, |P | = 100.

Каждая цепочка из множества P содержит ровно 5 предприятий, s(p) =
5, и |P1| = |P2|, fi = 3000, i ∈ I, M1 = M2 = 20000. Элементы матрицы
(cpj) задаются как евклидовы расстояния между случайно выбранными
точками j1, j2, . . . , jn из квадрата со стороной 1000. Сформированный
класс является легким для метода ветвей и границ [19]. В среднем ал-
горитму требуется 780 итераций. Время счета на PC Intel Celeron 800
Mhz, RAM 128 Mb составляет 45,3 секунды. Из 780 итераций в среднем
для нахождения оптимального решения требуется 116 итераций. Осталь-
ное время используется для доказательства оптимальности полученного
решения.

Вероятностный алгоритм поиска с запретами также легко находит оп-
тимальное решение задачи, если стартовая точка принадлежит кластеру
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с глобальным оптимумом. Если же стартовая точка удовлетворяет усло-
вию (*), то последовательность {xt} не уходит из своего кластера за 106

итераций даже при высокой рандомизации окрестности, q < 0, 1.
Для визуализации взаимного расположения кластеров был проведен

следующий эксперимент на одном из тестовых примеров. Случайным об-
разом с равномерным распределением на гиперкубе выбрано 9000 стар-
товых точек. Для каждой из них применялся детерминированный алго-
ритм локального спуска по окрестности N2. Для полученных локальных
оптимумов подсчитано расстояние Хэмминга до оптимального решения
задачи x∗. На рис. 22 показаны результаты этого эксперимента.

Рис. 22. Взаимное расположение кластеров

Локальные оптимумы группируются в три кластера. Один из них имеет
большие значения целевой функции, порядка 55000. Два других имеют
значительно меньшие значения, около 38000. Эти кластеры четко отде-
лены друг от друга. Аналогичный эффект с кластеризацией локальных
оптимумов может наблюдаться и в других задачах, например, при раз-
мещении буферных накопителей в гибких производственных системах
[57, 104].
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6.4 Примеры для конкурентной задачи о p-медиане

В разделе 1.3 рассматривалась задача об антагонистических размещени-
ях — конкурентная задача о p-медиане или, следуя Хакими [139], задача
о (r, p)-центроиде. Как уже отмечалось во введении, она принадлежит
классу NPNP (в полиномиальной иерархии — класс

∑P
2 ) и является зна-

чительно более сложной в вычислительном отношении, чем любая за-
дача из класса NP. В разделе 3.5.2 для ее точного решения предложен
метод генерации переменных и ограничений. Он является конечным и
гарантирует получение не только оптимального значения целевой функ-
ции, но и самого решения, на котором этот оптимум достигается. Метод
предлагает точное решение задачи Конкурента (шаг 3) при заданном
ходе Лидера и нахождение максимального дохода Лидера при заданном
семействе решений Конкурента (шаг 2).

Для тестирования возможностей такого подхода сформированы при-
меры конкурентной задачи о p-медиане следующей размерности: n =
m ≤ 100. Матрица расстояний (cij) порождалась евклидовыми расстоя-
ниями между случайно выбранными точками на двухмерной евклидовой
плоскости. Как следует из раздела 6.2.4, это простой класс, что облегчает
поиск решения Конкурента на шаге 2.

Исследование поведения точного метода показало, что в предложен-
ном варианте он позволяет решать только задачи малой размерности,
n = m ≤ 30, p = r ≤ 10. Финальное семейство F решений Конкурента
получается небольшим, до 100 элементов, и расчеты на персональном
компьютере PC Pentium Intel Core 2 с частотой 1,87 ГГц укладываются
в несколько часов. При бо́льших размерностях получаются значительно
бо́льшие семейства. Шаг 2 становится все более и более трудоемким, что
и является основным препятствием для решения задач средней размер-
ности.

Для повышения эффективности метода была предложена следующая
модификация, направленная на сокращение трудоемкости шага 2. На-
помним, что на этом шаге решается следующая задача (см. раздел 5.2.2):

max W

при условиях ∑

j∈J

wjujy ≥ W, y ∈ F ;
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ujy ≤
∑

i∈Ij(y)

xi, j ∈ J, y ∈ F ;

∑

i∈I

xi = p;

ujy, xi ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J, y ∈ F .

Переменные задачи по-прежнему имеют следующий смысл:

ujy =





1, если клиент j обслуживается Лидером,

а Конкурент использует решение y

0, если клиент j обслуживается Конкурентом

и Конкурент использует решение y,

xi =





1, если Лидер открывает предприятие i,

0 в противном случае.

Она является NP-трудной в сильном смысле и решается методом ветвей
и границ. Известно, что этот метод сравнительно быстро находит оп-
тимальное решение, но затем долго доказывает, что это действительно
оптимум. На это и тратится основное время.

Предположим, что нам известно оптимальное решение W ∗ исходной
задачи двухуровневого программирования. Тогда точный метод можно
модифицировать следующим образом. Добавим в задачу поиска W (F)
дополнительное ограничение: W ≥ W ∗ и будем искать не оптималь-
ное, а допустимое решение задачи. Такая замена приводит к резкому
падению трудоемкости одной итерации. Не требуется доказывать опти-
мальность. Достаточно проверить допустимость. По прежнему трудной
остается только последняя итерация, на которой система оказывается
несовместной. Именно это обстоятельство, несовместность системы, яв-
ляется критерием остановки модифицированного метода. Его общая схе-
ма может быть представлена следующим образом:

Модифицированный метод

1. Выбрать начальное семейство F и угадать W ∗.
2. Проверить совместность системы с дополнительным ограничением W ≥
W ∗.
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3. Если система несовместна, то STOP, иначе найти x(F).
4. Решить задачу Конкурента для x(F), вычислить LB(F) и y(F).
5. Добавить y(F) в семейство F и вернуться на шаг 2.

Заметим, что модифицированный метод также является конечным. По-
рождаемые решения y(F) всегда добавляют существенные ограничения
в задачу поиска W и не повторяются. Так как итерации оказываются ме-
нее трудоемкими, то возможности метода расширяются. Теперь удается
решать задачи при n = m = 100 и p = r = 5. Более того, появля-
ется возможность находить приближенные решения с гарантированной
оценкой уклонения от оптимума. Для этого достаточно заменить вспомо-
гательное ограничение W ≥ W ∗ на W ≥ W ∗(1 + ∆), где ∆ — требуемая
погрешность, и вместо W ∗ взять приближенное решение задачи.

Рис. 23. Зависимость размера семейства F от параметра p (p = r).

На рис. 23 приведены результаты расчетов на указанных тестовых
примерах. Целью расчетов было исследование зависимости размера се-
мейства от параметров p и r. Эти параметры действительно сильно вли-
яют на число итераций метода. При n = 50, p = r = 17 число итераций
(размер семейства F) превосходит 2000 и расчеты не укладываются в
двое суток. При малых p = r ≤ 10 задача не представляет большой труд-
ности, хотя и является далеко не тривиальной, |F| ≈ 700. При p = r ≥ 20
задача вырождается, так как почти во всех пунктах открывается произ-
водство либо Лидером, либо Конкурентом.

На рис. 24, 25 показана зависимость числа итераций при фиксирован-
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ном p или r и изменении другого параметра.

Рис. 24 Зависимость размера семейства F от параметра p при
фиксированном r (r = 7).

Рис. 25 Зависимость размера семейства F от параметра r при
фиксированном p (p = 7).

В заключение заметим, что предложенный модифицированный метод
является наглядным примером использования метаэвристик для точного
решения задачи. На шаге 1 значение W ∗ проще всего находить именно
таким способом. В частности, можно применять гибридный метод гене-
тического локального поиска и вероятностного поиска с запретами из
раздела 3.5.2. Конечно, такой подход не гарантирует нахождения опти-
мума W ∗, но модифицированный метод будет работать и в этом случае,
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если добавить еще один критерий остановки, а именно W (F) = LB(F).
С таким дополнительным критерием метод будет находить оптимум W ∗

даже в том случае, когда на шаге 2 вместо W ∗ будет использоваться
меньшая величина.

Дополнительные возможности совершенствования метода снова свя-
заны с метаэвристиками. Заметим, что задача поиска допустимого ре-
шения допускает замену булевых переменных ujy на непрерывные пере-
менные 0 ≤ ujy ≤ 1, j ∈ J, y ∈ F . Остается только одна группа булевых
переменных xi ∈ {0, 1}, i ∈ I, по значениям которых однозначно вос-
станавливаются значения ujy. Если |F| = 1, то получаем аналог задачи
Конкурента, то есть задачу о покрытии на максимум. Для задач тако-
го рода успешно использовались метаэвристики. Более того, теперь для
них есть естественный критерий остановки: W ≥ W ∗. Таким образом,
дальнейшее сокращение трудоемкости одной итерации можно постарать-
ся достичь за счет методов локального поиска для задачи нахождения
допустимого решения для Лидера. При этом последнюю итерацию, ко-
гда допустимого решения не существует для построенного семейства F ,
по-прежнему придется решать методом ветвей и границ.



Заключение

В диссертации получены следующие основные результаты.

1. Разработаны и исследованы новые вероятностные методы локаль-
ного поиска для решения NP-трудных задач о p-медиане, простейшей и
многостадийной задач размещения, размещения с предпочтениями кли-
ентов, задач стандартизации и унификации, а также для решения более
сложной задачи о (r, p)-центроиде (конкурентной задачи о p-медиане),
являющейся ΣP

2 –трудной. Эти итерационные методы позволяют нахо-
дить оптимальные решения и в ряде случаев применяются для доказа-
тельства оптимальности получаемых решений.

2. Предложены и обоснованы итерационные методы вычисления апо-
стериорных оценок точности получаемых приближенных решений для
указанных выше труднорешаемых задач. В основе этих методов лежат
оригинальные точные методы решения релаксированных задач.

3. Установлена вычислительная сложность нахождения локальных
оптимумов для ряда задач размещения с полиномиально проверяемы-
ми окрестностями. Показано, что эти задачи принадлежат классу PLS и
являются наиболее трудными в этом классе. Получена экспоненциальная
нижняя оценка на число итераций для алгоритмов локального улучше-
ния при любом правиле выбора направления спуска. Доказана PSPACE-
полнота задачи локального поиска при заданной стартовой точке.

4. Для задач размещения в игровой постановке установлена PLS-
полнота задачи нахождения равновесных решений по Нэшу в чистых
стратегиях. Получены достаточные условия эффективного вычисления
приближенных равновесных решений. Показано, что в общем случае по-
иск приближенных равновесных решений является столь же сложной
задачей, что и поиск самих равновесий по Нэшу.

247
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5. Для экспериментального исследования численных методов и те-
стирования комплексов программ разработана электронная библиотека
«Дискретные задачи размещения». В ней представлены тесты разной
вычислительной сложности, оптимальные решения и результаты чис-
ленных исследований для точных и итерационных методов локального
поиска.



Литература

[1] Александров Д. А. Алгоритм муравьиной колонии для задачи о
минимальном покрытии // Методы оптимизации и их приложения:
Тр. 11-й Байкальской школы-семинара. — 1998. — Т. 3. — C. 17–20.

[2] Алексеева Е.В., Кочетов Ю.А. Генетический локальный поиск для
задачи о p–медиане с предпочтениями клиентов. // Дискрет. анализ
и исслед. операций. Cер. 2. — 2007. — Т. 14, № 1, — С. 3–31.

[3] Алексеева Е.В., Кочетов Ю.А., Кочетова Н.А. Критические пара-
метры простейшей задачи размещения // Труды XIII Байкальской
международной школы-семинара. — 2005. — Т.1. — С. 407-412

[4] Архипова Т.Т., Сергиенко И.В. О формализации и решении неко-
торых задач организации вычислительного процесса в системах об-
работки данных // Кибернетика. — 1973. — № 5.— С. 79–86.

[5] Архипова Т.Т., Сергиенко И.В. Метод возможных направлений и
метод вектора спада в целочисленном программировании // Ки-
бернетика. — 1975. — № 5. — С. 125–129.

[6] Береснев В.Л. Алгоритм неявного перебора для задачи типа раз-
мещения и стандартизации // Управляемые системы. / Сб. науч.
тр. — Новосибирск: Ин-т математики СО АН СССР, 1974. — Вып.
12. — С. 24–34.

[7] Береснев В.Л. О задаче выбора оптимальных радов изделей и ком-
плектующих узлов. I // Управляемые системы. / Сб. науч. тр. —
Новосибирск: Ин-т математики СО АН СССР, 1977. — Вып. 16. —
С. 35–46.

[8] Береснев В.Л. Алгоритмы минимизации полиномов от булевых пе-
ременных // Проблемы кибернетики. — М.: Наука, 1979. — Вып.
36. — С. 225–246.

249



Литература 250

[9] Береснев В. Л. Дискретные задачи размещения и полиномы от бу-
левых переменных. — Новосибирск: Изд-во Инст. математики, 2005.
— 408 с.

[10] Береснев В. Л., Гимади Э. Х., Дементьев В. Т. Экстремальные за-
дачи стандартизации. — Новосибирск: Наука, 1978. — 335 с.

[11] Береснев В. Л., Гончаров Е. Н. Приближенный алгоритм для за-
дачи минимизации полиномов от булевых переменных // Дискрет.
анализ и исслед. операций. Сер. 2. — 1998. — Т. 5, № 2. — C. 3–19.

[12] Береснев В.Л., Ибрагимов Г.И., Кочетов Ю.А. Алгоритмы реше-
ния задачи оптимального выбора динамического ряда изделий //
Управляемые системы / Сб. науч. тр. — Новосибирск: Ин-т мате-
матики СО АН СССР, 1984. — Вып. 24. — С. 3–19.

[13] Боровков А. А. Теория вероятностей. — М.: Наука, 1986. — 432 с.

[14] Васильев И.Л. Климентова К.Б. Кочетов Ю.А. Новые нижние
оценки для задачи размещения с предпочтениями клиентов //
Журнал вычисл. матем. и матем. физики. — 2009. — Т. 49, № 6.
— С. 1055–1966.

[15] Васильев И.Л. Климентова К.Б. Плясунов А.В. Метод отсечений
для двухуровневой задачи размещения // Труды XIV-й междуна-
родной школы-семинара «Методы оптимизации и их приложения».
— Иркутск, 2008. — Т. 1. — C. 577–585.

[16] Волконский В.А., Левина Л.В. Поманский А.Б. и др. Об одном ите-
ративном методе решения задач целочисленного программирова-
ния // Доклады АН СССР. — 1966. — Т. 169, № 6. — С. 1289–1292

[17] Гимади Э. Х., Глебов Н. И., Дементьев В. Т. Об одном методе по-
строения нижней нижней оценки и приближенного решения с апо-
стериорной оценкой точности для задачи стандартизации // Управ-
ляемые системы: Сб. науч. тр. — Новосибирск: Ин-т математики
СО АН СССР. — 1974. — Вып. 13. — С. 26-31.

[18] Глебов Н.И., Дементьев В.Т., Сычев А.Н. О динамике развития од-
нородных технических систем // Управляемые системы / Сб. науч.
тр. — Новосибирск: Ин-т математики СО АН СССР, 1971. — Вып.
8. — С. 51–67.



Литература 251

[19] Гончаров Е. Н. Метод ветвей и границ для простейшей двухуровне-
вой задачи размещения предприятий // Дискрет. анализ и исслед.
операций. Сер. 2. — 1998. — Т. 5, № 1. — С. 19–39.

[20] Гончаров Е. Н., Кочетов Ю. А. Вероятностный жадный алгоритм
с ветвлением для многостадийной задачи размещения // Труды XI
Байкальской школы-семинара «Методы оптимизации и их прило-
жения». — Иркутск, 1998. — Т. 1. — C. 121–124.

[21] Гончаров Е. Н., Кочетов Ю. А. Поведение вероятностных жадных
алгоритмов для многостадийной задачи размещения // Дискрет.
анализ и исслед. операций. Сер. 2. — 1999. — Т. 6, № 1. — С. 12–32.

[22] Гончаров Е. Н., Кочетов Ю. А. Вероятностный поиск с запретами
для дискретных задач безусловной оптимизации // Дискрет. ана-
лиз и исслед. операций. Сер. 2. — 2002. — Т. 9, № 2. — С. 13–30.

[23] Горбачевская Л. Е. Полиномиально разрешимые и NP-трудные за-
дачи стандартизации: дис. ... канд. физ.-мат. наук. — Новосибирск:
Ин-т математики им. С. Л. Соболева СО РАН. — 1998. — 123 с.

[24] Горбачевская Л. Е., Дементьев В. Т, Шамардин Ю. В. Двухуровне-
вая задача стандартизации с условием единственности оптимально-
го потребительского выбора // Дискрет. анализ и исслед. операций.
Сер. 2. — 1999. — Т. 6, № 2. — С. 3–11.

[25] Гэри М., Джонсон Д. Вычислительные машины и труднорешаемые
задачи. — М.: Мир, 1982. — 416 c.

[26] Емеличев В.А., Ковалев М.М., Кононенко А.М. Два приближенных
метода решения задач целочисленного линейного программирова-
ния с булевыми переменными // — Автоматизированные системы
управления. — Вып. 5. — Минск: ЦНИИТУ, 1971.

[27] Еремеев А. В. Генетический алгоритм для задачи о покрытии //
Дискрет. анализ и исслед. операций. Сер. 2. — 2000. — Т. 7, № 1. —
С. 47–60.

[28] Еремеев А. В. Разработка и анализ генетических и гибридных алго-
ритмов для решения задач дискретной оптимизации: дис. ... канд.
физ.-мат. наук. — Омск: Омский филиал Ин-та математики им.
С. Л. Соболева СО РАН. — 2000.



Литература 252

[29] Журавлев Ю.И. Локальные алгоритмы вычисления информации
// Кибернетика. — 1965. — № 1. — С. 12–19.

[30] Ивахненко А. Г. Системы эвристической самоорганизации в техни-
ческой кибернетике. — Киев: Техника, 1971.

[31] Корбут А.А., Сигал И.Х., Финкельштейн Ю.Ю. Гибридные методы
в дискретном программировании// Изв. АН СССР. Техн. кибернет.
— 1988. — № 1. — С. 65–77.

[32] Ковалев М.М., Пирьянович В.А. Случайный поиск локально-
оптимальных планов задач дискретной оптимизации // Вопросы
совершенствования планирования и управления народным хозяй-
ством. Минск, НИИЭМП, 1975.

[33] Кормен Т., Лейзерсон Ч., Ривест Р. Алгоритмы: Построение и ана-
лиз. — М.: МЦНМО, 1999. — 960 c.

[34] Кочетов Ю. А. Вероятностные методы локального поиска для за-
дач дискретной оптимизации // Дискретная математика и ее при-
ложения: Сб. лекций молодежных и научных школ по дискретной
математике и ее приложениям. — М.: Изд-во центра прикл. исслед.
при мех.-мат. фак. МГУ, 2001. — С. 84–117.

[35] Кочетов Ю.А. Двухуровневые задачи размещения // Труды ИВМ
и МГ / Серия Информатика — Новосибирск: Изд. ИВМиМГ СО
РАН, 2007. — Вып. 7. — С. 97–104.

[36] Кочетов Ю.А. Задача о (r, p)-центроиде // Материалы IV Все-
российской конференции Проблемы оптимизации и экономические
приложения. — Омск: ОФ ИМ СО РАН, 2009. — С. 68–73.

[37] Кочетов Ю. А., Пащенко М. Г. Лагранжевы релаксации в зада-
че выбора оптимального состава системы технических средств //
Управляемые системы: Сб. науч. тр. Новосибирск, 1993. — Вып. 31:
Оптимизация дискретных структур. — С. 26–39.

[38] Кочетов Ю.А., Пащенко М.Г. Динамические задачи выбора опти-
мального состава системы технических средств // Дискрет. анализ
и исслед. операций. Сер. 2. — 1995. — Т. 2, № 1. — С. 36–49.



Литература 253

[39] Кочетов Ю.А., Пащенко М.Г. Нижние границы в задаче выбора
состава двухуровневой системы технических средств // Дискрет.
анализ и исслед. операций. Cер. 2. — 1995. — Т. 2, № 4. — С. 32–41.

[40] Кочетов Ю.А., Пащенко М.Г., Плясунов А.В. О сложности локаль-
ного поиска в задаче о p-медиане // Дискрет. анализ и исслед. опе-
раций. Сер. 2. — 2005. — Т. 12, № 2. — С. 44–71.

[41] Кочетов Ю.А., Плясунов А.В. Полиномиально разрешимый класс
задач двухуровневого линейного программирования // Дискрет.
анализ и исслед. операций. Cер. 2. — 1997. — Т. 4, № 2. — С. 23–33.

[42] Кочетов Ю.А., Плясунов А.В. Задача выбора ряда изделий с ча-
стичным внешним финансированием // Дискрет. анализ и исслед.
операций. Сер. 2. — 2002. — Т. 9, № 2. — С. 78–96.

[43] Кочетов Ю.А., Столяр А.А. Использование чередующихся окрест-
ностей для приближенного решения задачи календарного плани-
рования с ограниченными ресурсами // Дискрет. анализ и исслед.
операций. Сер. 2. — 2003. — Т. 10, №. 2. — С. 29–55.

[44] Крамер Г. Математические методы статистики. — М.: Мир, 1975.
468 c.

[45] Кротов Д.С. Нижние оценки числа m-квазигрупп порядка 4 и числа
совершенных двоичных кодов// Дискрет. анализ и исслед. опера-
ций. Сер. 1. — 2000. — Т. 7, №. 2. — С. 47–53//

[46] Лбов Г.С. Выбор эффективной системы зависимых признаков //
Вычислительные системы. — 1965. — Вып. 19. — С. 21–34.

[47] Лебедев С.С., Ковалевская М.И. Множители Лагранжа в простей-
шей задаче размещения // Исследования по дискретной оптимиза-
ции. — М.: Наука, 1976. — С. 170–180.

[48] Михалевич В. С., Трубин В. А., Шор Н. З. Оптимизационные за-
дачи производственно-транспортного планирования. — М.: Наука,
1986. 264 c.

[49] Мулен Э. Теория игр с примерами из математической экономики.
— М.: Мир, 1985. — 200 с.



Литература 254

[50] Пападимитриу Х., Стайглиц К. Комбинаторная оптимизация. Ал-
горитмы и сложность. — М.: Мир, 1985.

[51] Пащенко М.Г. Лагранжевы релаксации в динамических задачах
выбора оптимального состава системы технических средств. Дис.
... канд. физ.-мат. наук. — Новосибирск: Ин-т математики им. С. Л.
Соболева СО РАН. — 1998. — 79 с.

[52] Пащенко М.Г. Применение Лагранжевых релаксаций в локальном
поиске для обобщенной задачи о назначении // Труды 12-й Бай-
кальской международной конференции "Методы Оптимизации и
их Приложения", 2001, Т. 1, — С. 180–185.

[53] Растригин Л. А. Статистические методы поиска. — М.: Наука, 1968.

[54] Растригин Л. А. Случайный поиск — специфика, этапы истории
и предрассудки // Вопросы кибернетики. — 1978. — Вып. 33. —
С. 3–16.

[55] Сергиенко И.В. Применение метода вектора спада для решения за-
дач целочисленного программирования // Управляющие системы
и машины. — 1975. — № 3.

[56] Сергиенко И.В., Каспшицкая М.Ф. Модели и методы решения на
ЭВМ комбинаторных задач оптимизации. — Киев: Наук.думка,
1981.

[57] Сигаев В. С. О свойствах локальных оптимумов задачи размещения
буферных накопителей // Вестник Омского университета. — 2006.
— № 4. — С. 1–3.

[58] Сигал И.Х. Последовательность применения алгоритмов прибли-
женного решения в комбинированном алгоритме решения задачи
коммивояжера // Журн. вычисл. матем. и матем. физики. — 1989.
— Т. 29, № 11. — С. 1714–1721.

[59] Сигал И.Х., Иванова А.П. Введение в прикладное дискретное про-
граммирование. — М: Физматлит, 2007. 304 с.

[60] Трубин В.А. О методе решения задач целочисленного линейного
программирования специального вида // Доклады АН СССР. —
1969. — Т. 189, № 5.



Литература 255

[61] Трубин В.А., Чумаков Б.М. Задачи унификации и размещения тех-
нических средств // Теория оптимальных решений. — Киев: ИК АН
УССР, 1979. — С. 69–75.

[62] Финкельштейн Ю.Ю. Приближенные методы и прикладные задачи
дискретного программирования. — М.: Наука, 1976.

[63] Финкельштейн Ю.Ю. Об одном классе задач дискретного програм-
мирования // Эконом. и матем. методы. — 1968. — Т. 4, № 4. — С.
652–655.

[64] Финкельштейн Ю.Ю. О решении задач дискретного программиро-
вания специального вида // Эконом. и матем. методы. — 1965. —
Т. 1, № 2. — С. 262–270.

[65] Фогель Л., Оуэнс А., Уолш М. Искусственный интеллект и эволю-
ционное моделирование. — М.: Мир, 1969.

[66] Форд Л., Фалкерсон Д. Потоки в сетях. — М.: Мир, 1966.

[67] Хачатуров В.Р., Астахов Н.Д. Динамические задачи размещения
(модели и методы решения)// Экономика и математические мето-
ды. — 1976. — Т. 12, Вып. 1. — С. 93–109.

[68] Хачатуров В. Р., Веселовский В. Е., Злотов А. В. и др. Комбинатор-
ные методы и алгоритмы решения задач дискретной оптимизации
большой размерности. — М.: Наука, 2000.

[69] Черенин В.П., Хачатуров В.Р. Решение методом последователь-
ных расчетов одного класса задач о размещении производства //
Экономико–математические методы. М.: Наука, 1965. — Вып. 2. —
С. 279–290.

[70] Aarts E. H. L., Korst J. H. M., Laarhoven P. J. M. Simulated
annealing // Local search in combinatorial optimization. Chichester:
John Wiley & Sons, 1997. — P. 91–120.

[71] Aarts E. H. L., Lenstra J. K. (Eds.) Local Search in Combinatorial
Optimization. — Chichester: John Wiley & Sons, 1997.

[72] Aggarwal C.C., Orlin J.B., Tai R.P. Optimized crossover for maximum
independent set // Oper. Res. — 1997. — V. 45. — P. 225–234.



Литература 256

[73] Ahuja R.K., Ergun O., Orlin J.B., Punnen A.P. A survey of very large–
scale neighborhood search techniques // Discrete Appl. Math. — 2002.
— V. 123, Issue 1–3. — P. 75–102.

[74] Ahuja R.K., Orlin J. A milti-exchange heuristic for the single-source
capacitated facility location problem. // Manag. Sci. — 2004. — V. 50,
— C. 749–760.

[75] Alekseeva E., Kochetov Yu., Plyasunov A. Complexity of local search
for the p-median problem // European J. Oper. Res. — 2008. — V. 191
— P.736-752.

[76] Alexandrov D., Kochetov Y. Simple plant location problem with
partial external finance: lower bound, heuristic and exact solution //
Operations Research Proceedings 1996 — Berlin: Springer, 1997. — С.
90–94.

[77] Anderson E.J., Glass C.A., Potts C.N. Machine scheduling// In:
E.Aarts, J.K. Lenstra Local Search in Combinatorial Optimization. —
Chichester: John Wiley & Sons, 1997, — P. 361–414.

[78] Angel E., Zissimopoulos V. On the classification of NP-complete
problems in terms of their correlation coefficient // Discrete Appl.
Math. — 2000. — V. 99. — P. 261–277.

[79] Arora S., Raghavan P., Rao S. Approximation schemes for Euclidean k-
medians and related problems // Proc. 30th Annual ACM Symposium
on Theory of Computing. — 1998. — P. 106–113.

[80] Ausiello G., Crescenzi P., Gambosi G., Kann V., Marchetti-
Spaccamela A., Protasi M. Complexity and Approximation:
Combinatorial Optimization Problems and their Approximability
Properties. — Berlin: Springer–Verlag, 1999.

[81] Ausiello G., Protasi M. Local search, reducibility and approximability
of NP-optimization problems// Information Processing Letters. —
1995. — V. 54. — P. 73–79.

[82] Avella P., Boccia M., Martino C.D., Oliviero G., Sforza A., Vasil’ev I.
A decomposition approach for a very large scale optimal diversity
management problems // 4OR. — 2005. — V. 3. — P. 23–37.



Литература 257

[83] Avella P., Sassano A., Vasil’ev I. Computational study of large-scale
p-median problems // Math. Program. Ser. A. — 2007. — V. 109. —
P. 89–114.

[84] Bahiense, L., N. Maculan, and C. Sagastizábal. The volume algorithm
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