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Вехи жизни
Л. В. Канторовича

1912 Родился 19 января (6 января по старому стилю) в Санкт-
Петербурге. Отец — Виталий Моисеевич Канторович.
Мать — Паулина Григорьевна Сакс.

1926–1930 Студент ЛГУ. Научный руководитель — Г. М. Фихтен-
гольц.

1930–1939 Ленинградский институт инженеров промышленного
строительства (профессор с 1932 г.).

1930–1941 Ленинградский государственный университет (профес-
сор с 1934 г.)

1934 Звание профессора.
1935 Звание доктора физ.-мат. наук без защиты диссерта-

ции.
1936 Книга «Методы приближенного решения уравнений в

частных производных» (совместно с В. И. Крыловым).
1938 Первая премия по математике на Всесоюзном конкурсе

работ молодых ученых.
1939 Выход в свет брошюры «Математические методы орга-

низации и планирования производства».
1939–1948 Высшее военно-инженерное техническое училище (нач.

кафедры).
1940–1961 Ленинградское отделение Математического института

им. В. А. Стеклова (с 1948 г. зав. отделом).
1944 Орден «Знак Почёта».
1948 Орден Трудового Красного Знамени.
1948–1960 Ленинградский государственный университет (зав. ка-

федрой вычислительной математики с 1958 г.)
1949 Сталинская премия за работу «Функциональный ана-

лиз и прикладная математика».
Правительственная премия СССР.
Орден Трудового Красного Знамени.

1950 Книга «Функциональный анализ в полуупорядоченных
пространствах» (совместно с Б. З. Вулихом и А. Г.Пинс-
кером).
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1951 Книга «Расчет рационального раскроя промышленных
материалов» (совместно с В. А. Залгаллером).

1958 Избран членом-корреспондентом АН СССР по Отделе-
нию экономики на вакансию для Сибирского отделения.

1959 Книга «Экономический расчет наилучшего использова-
ния ресурсов».
Книга «Функциональный анализ в нормированных про-
странствах» (совместно с Г. П. Акиловым).

1960–1971 Институт математики СО АН СССР (с 1962 г. зам.
директора).
Новосибирский государственный университет (зав. ка-
федрой вычислительной математики).

1960–1986 Член редколлегии «Сибирского математического жур-
нала».

1964 Избран действительным членом АН СССР по Отделе-
нию математики на вакансию для Сибирского отделе-
ния.

1965 Ленинская премия совместно с В. С. Немчиновым и
В. В. Новожиловым.

1967 Орден Ленина.
1971–1976 Институт управления народным хозяйством ГКНТ СССР

(зав. проблемной лаб.).
1975 Орден Трудового Красного Знамени.

Нобелевская премия по экономике совместно с Т. Куп-
мансом.

1976–1986 Всесоюзный научно-исследовательский институт систем-
ных исследований Госплана и АН СССР (руководитель
направления).

1982 Орден Ленина.
1985 Орден Отечественной войны.
1986 Скончался в Москве 7 апреля и похоронен на Новоде-

вичьем кладбище.
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Функциональный анализ
(основные идеи)

Функциональный анализ — математическая дисци-
плина, основным предметом которой является изучение
бесконечномерных, как правило, векторных пространств
и их отображений. В пионерских исследованиях ис-
ходными элементами (переменными) были функции, а
функция от такого аргумента называлась функциона-
лом или функциональной операцией.

Первая потребность в функциональном анализе воз-
никла в связи с рассмотрением задач с бесконечным
множеством переменных, и постановки функционально-
го анализа позволили сблизить их трактовку и изучение
с конечномерными задачами. Например, задача о реше-
нии бесконечномерной системы линейных уравнений

∞∑

k=1

askxk = bs (s = 1, 2, 3, . . . )

могла быть записана просто в форме
Ax = y,

где x и y — элементы некоторых пространств беско-
нечных последовательностей. Точно так же интерпре-
тировалось интегральное уравнение, задача вариацион-
ного исчисления формулировалась как поиск экстрему-
ма некоторого функционала в подходящем пространстве
функций и т. п.

Над этой статьей Л. В. Канторович работал последние неде-
ли своей жизни. К расшифровке магнитной записи и оформле-
нию рукописи он привлек В. Л. Канторовича, С. С. Кутателадзе
и В. М. Полтеровича. Однако откорректировать публикуемый
вариант Л. В. Канторович уже не успел... Статья опубликована:
Cиб. мат. журн. — 1987. — Т. 28, № 1. — C. 1–8.
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Функциональный анализ развивался одновременно
с целым рядом направлений, в известной мере соприка-
саясь с теорией множеств, абстрактной алгеброй и акси-
оматической геометрией. Общая топология, теория ме-
ры, теория дифференциальных уравнений и ряд других
разделов математики развивались в столь тесной связи
с функциональным анализом, что нелегко указать точ-
ную границу между ним и этими дисциплинами.

Фундаментальные идеи функционального анализа
зародились на рубеже XIX–XX вв. В 20-х годах он окон-
чательно сформировался как самостоятельное направ-
ление. Среди его основоположников были Ж. Адамар,
С. Банах, В. Вольтерра, Д. Гильберт, Дж. фон Нейман,
М. Фреше, Ф. Рисс. Создание функционального анали-
за ознаменовало коренное изменение подхода к исследо-
ванию многих математических проблем. Рассмотрение
отдельных функций и уравнений было заменено изуче-
нием совокупностей этих объектов. Абстрактная форма
рассмотрения позволила объединять далекие, на первый
взгляд, вопросы, обнаруживать более общие и в то же
время более конкретные и глубокие закономерности.

Следует сказать, что в начале своего существова-
ния функциональный анализ вызывал известный скеп-
тицизм. Казалось, что это повторение на новом язы-
ке известных фактов классического анализа, любопыт-
ное, но не дающее ничего существенно нового. В даль-
нейшем по мере обогащения аппарата функционально-
го анализа, углубления исследований, открытия новых
объектов и фактов стало ясно, что это новая и фунда-
ментальная часть математического анализа, вплоть до
того, что она стала основным средством и объектом ис-
следований математического анализа. Многие считают,
что сейчас понятие функционального анализа почти эк-
вивалентно понятию анализа.

С самого начала развитие функционального ана-
лиза стимулировалось как внутренними потребностями
самой математики (прежде всего, таких ее разделов,
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как вариационное исчисление, интегральные уравнения,
гармонический анализ), так и прикладными задачами,
особенно задачами квантовой механики. В настоящее
время язык функционального анализа широко исполь-
зуется во всей непрерывной математике. Его аппарат
вошел в фундамент целого ряда новых направлений тео-
ретического и прикладного характера — таких, как тео-
рия случайных процессов, дифференциальная тополо-
гия, теория динамических систем, теория оптимального
управления, математическое программирование и т. п.
Теоретико-функциональные методы все глубже прони-
кают и в различные инженерные дисциплины. Эти ме-
тоды находят все более широкое применение и в мате-
матической экономике.

Пространства, изучаемые в функциональном ана-
лизе, принадлежат, как правило, к классу векторных
(или линейных) метрических пространств, в которых
определено расстояние между точками; более обще, это
топологические векторные пространства, в которых тем
или иным образом введена топология, т. е. соответству-
ющая система открытых множеств и связанное с нею по-
нятие предела. При этом требуется известное согласова-
ние алгебраических операций и топологии. Наибольшее
значение в первое время получили метрические вектор-
ные пространства, для которых естественным образом
определяется расстояние между точками. Такое рассто-
яние задается какой-либо функцией (метрикой), сопо-
ставляющей каждой паре векторов пространства неот-
рицательное число, причем так, чтобы были выполне-
ны аналоги определенных свойств обычного расстояния.
Топология пространства естественным образом опреде-
ляется такой метрикой.

Важнейший наиболее распространенный класс про-
странств — это пространства нормированные, где каж-
дому элементу x соответствует неотрицательное число
‖x‖, называемое нормой x и обладающее следующими
свойствами: 1) ‖x‖ = 0, если и только если x = 0;
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2) ‖λx‖ = |λ| ‖x‖ для любого скаляра λ (однородность);
3) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (неравенство треугольника). На-
пример, для пространства C(S) непрерывных функций
на компакте S полагают ‖x‖ = sup{|x(s)| : s ∈ S}. Нор-
ма — это абстракция понятия «длина вектора». Функ-
ция d(x, y) = ‖x − y‖ задает метрику на рассматривае-
мом пространстве X. Множество U в X называют от-
крытым, если наряду с каждой точкой u ∈ U оно со-
держит и шар некоторого зависящего от u положитель-
ного радиуса ε, т. е. {x ∈ X : ‖x − u‖ ≤ ε} ⊂ U при
подходящем ε > 0. Возникающую топологию называют
сильной топологией нормированного пространства X.
Сходимость последовательности элементов (xn) к эле-
менту x в этой топологии означает, что ‖xn−x‖ → 0 при
n → ∞. Нормированное пространство называют банахо-
вым (или, короче, B-пространством), если оно полно,
т. е. если любая фундаментальная последовательность
его элементов (т. е. такая, что ‖xm−xk‖ → 0 при m, k →
∞) имеет предел. Теория банаховых пространств —
один из наиболее разработанных и быстро развиваю-
щихся в последние годы разделов функционального ана-
лиза (Й. Линденштраусс, П. Энфло, А. Пич). Банаховы
пространства часто встречаются в приложениях.

Наиболее близкими по геометрическим свойствам к
конечномерным пространствам являются пространства,
в которых задано скалярное произведение 〈x|y〉 элемен-
тов x, y, удовлетворяющее определенным свойствам: 1)
〈x|y〉 комплексно сопряжено 〈y|x〉 (в частности, при изу-
чении вещественных пространств 〈x|y〉 = 〈y|x〉; 2) 〈λ1x1+
λ2x2|y〉 = λ1〈x1|y〉 + λ2〈x2|y〉; 3) 〈x|x〉 ≥ 0 и 〈x|x〉 = 0
только при x = 0. Банахово пространство называет-
ся гильбертовым, если на нем задано такое скалярное
произведение, что ‖x‖2 = 〈x|x〉. Такого рода простран-
ства допускают важную геометрическую характеристи-
ку: банахово пространство является гильбертовым в
том и только том случае, если в каждой его плоско-
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сти выполнены законы евклидовой планиметрии. Из
сказанного ясно, что в гильбертовых пространствах наи-
более полно представлены аналоги средств и методов
линейной алгебры и аналитической геометрии. Так, в
них можно выделять системы координат — гильбертовы
базисы, т. е. такие множества E попарно ортогональных
векторов единичной длины, что каждый элемент про-
странства может быть «разложен по базису», т. е. пред-
ставлен в виде суммы ряда (абстрактного ряда Фурье):

x =
∞∑

n=1

〈xn | en〉en,

где (en) — некоторая последовательность элементов ба-
зиса E . В наиболее распространенных случаях (так на-
зываемых сепарабельных гильбертовых пространств)
весь гильбертов базис состоит из одной последователь-
ности.

Приведем несколько примеров конкретных прост-
ранств. Пространство lp, 1 ≤ p < +∞, составленное
такими последовательностями скаляров x = (xn), для
которых конечна норма (иначе, p-норма)

‖x‖ = ‖x‖p =
( ∞∑

n=1

|xn|p
)1/p

,

является банаховым. Если p = 2, то оно превращается
в гильбертово при введении скалярного произведения
элементов x = (xn) и y = (yn) по формуле

〈x | y〉 =
∞∑

n=1

xnyn,

где, как обычно, ā — комплексно сопряженное к a число.
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Непрерывным аналогом пространства l2 служит
пространство L2(a, b) скалярных функций, определен-
ных на отрезке с концами a и b и с интегрируемым по
Лебегу квадратом модуля. При этом для обеспечения
свойства (3) скалярного произведения функции, отли-
чающиеся на множестве нулевой меры, отождествляют,
а само произведение вводят по формуле

〈x | y〉 =
b∫

a

x(t)y(t)dt.

Базисом в l2 служат, в частности, векторы (en), у кото-
рых координата с номером n равна единице, а остальные
— нули. В L2(0, 2π) в качестве гильбертова базиса мож-
но взять последовательность функций en = fn/ ‖fn‖,
fn(t) = eint (n = . . . − 1, 0, 1, . . . ). В последнем слу-
чае разложение функций по базису представляет собой
ее классическое выражение в виде суммы ряда Фурье.
Непосредственно видно, что, сопоставляя функции из
L2(0, 2π) ее коэффициенты Фурье, мы устанавливаем
линейную изометрию L2(0, 2π) и l2. Аналогичным об-
разом проверяется изометричность произвольных сепа-
рабельных гильбертовых пространств.

Пространство L2 по аналогии с пространством по-
следовательностей включается в шкалу банаховых про-
странств Lp, где 1 ≤ p < +∞. При p = +∞ полагают

‖x‖∞ = sup{|xn| : n = 1, 2, . . . },

если x = (xn) — последовательность. Пространство
L∞ составляют из (классов) почти везде ограниченных
функций. Пространства Lp и lp при p �= 2 не являются
гильбертовыми.
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Функцию, действующую из одного пространства в
другое, часто называют оператором. Операторы со ска-
лярными (= числовыми) значениями называют функци-
оналами. Наиболее изучены так называемые линейные
операторы. Оператор T , действующий из векторного
пространства X в векторное пространство Y , называют
линейным, если

T (λ1x1 + λ2x2) = λ1Tx1 + λ2Tx2

при любых x1, x2 ∈ X и произвольных скалярах λ1, λ2,
т. е. если график {(x, Tx) : x ∈ X} — линейное множе-
ство в произведении X×Y пространств X и Y . В случае
нормированных пространств полагают

‖T‖ = sup{‖Tx‖ : ‖x‖ ≤ 1}.
Величина ‖T‖ называется операторной нормой или,

короче, нормой оператора T . Операторы T с конечной
нормой ‖T‖ < ∞ называют ограниченными. Оказыва-
ется, что оператор T ограничен в том и только том слу-
чае, если он непрерывен. Пространство B(X,Y ) огра-
ниченных операторов со значениями в банаховом про-
странстве Y также является банаховым. В частности,
к разряду банаховых относится сопряженное к X про-
странство X ′, т. е. пространство непрерывных линей-
ных функционалов на X. Можно показать, что с точно-
стью до линейной изометрии (= сохраняющей расстоя-
ние линейной замены переменных) (Lp)′ = Lq, (lp)′ = lq,
где 1/q + 1/p = 1 при 1 < p < +∞, (L1)′ = L∞ и
(l1)′ = l∞. Пространства, сопряженные к l∞, и L∞,
устроены несколько сложнее.

Теория банаховых пространств и линейных опера-
торов в них — один из наиболее развитых разделов функ-
ционального анализа, представляющий собой далеко иду-
щее обобщение линейной алгебры и, в частности, теории
матриц. При этом в бесконечномерном случае (а любое
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пространство функций именно таково) чисто алгебраи-
ческий подход мало эффективен, ибо в этой ситуации
в пространстве всегда имеется колоссальное количество
линейных разрывных (= неограниченных) операторов
и функционалов. Использовать же разрывные операто-
ры, т. е. игнорировать сам факт наличия естественной
нормы в пространстве, во многих вопросах бессмыслен-
но. Полезно подчеркнуть, что все линейные операторы,
определенные на данном нормированном пространстве
X, непрерывны в том и только том случае, если X — это
конечномерное пространство (с какой-либо — все равно
какой — нормой, ибо любые две нормы в конечномер-
ном пространстве эквивалентны — задают одну и ту же
топологию).

В теории банаховых пространств (и в более общих
разделах) фундаментальную роль играют так называе-
мые основные принципы функционального анализа: тео-
рема Хана — Банаха (принцип продолжения), теорема
Банаха — Штейнгауза (принцип ограниченности), тео-
рема Банаха об открытом отображении (принцип от-
крытости).

Принцип продолжения в простейшей форме ут-
верждает, что каждый непрерывный линейный функ-
ционал, заданный на подпространстве нормированного
пространства, допускает продолжение с сохранением
нормы на все пространство. Этот принцип, его моди-
фикации и обобщения лежат в основе выпуклого ана-
лиза — раздела функционального анализа, изучающе-
го выпуклые функции, выпуклые множества, выпуклые
экстремальные задачи, модели экономической динами-
ки и т. п.

Принцип ограниченности имеет разнообразные
формулировки. В одной из них утверждается, что мно-
жество A в пространстве X ограничено по норме в
том и только том случае, если для каждого функци-
онала f из X ′ числовое множество f(A) ограничено
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(т. е. если A слабо ограничено). Иными словами, при
наличии оценок |f(a)| ≤ Cf для всех a ∈ A, где кон-
станта Cf зависит от f ∈ X ′, ‖f‖ = 1, можно утвер-
ждать, что существует единая константа C, для кото-
рой |f(a)| ≤ C при всех a ∈ A, как только ‖f‖ = 1. Дру-
гая используемая в приближенных вычислениях форма
принципа ограниченности устанавливает условия пото-
чечной сходимости последовательности (Tn) операторов
Tn ∈ B(X,Y ), действующих между банаховыми про-
странствами X и Y . Оказывается, что Tnx → Tx для
всех x из X в том и только том случае, если та-
кая сходимость имеет место на некотором множе-
стве аргументов, линейная оболочка которого плотна
в X и, кроме того, нормы всех Tn ограничены в сово-
купности: sup{‖Tn‖ : n = 1, 2, 3, . . . } < ∞.

Принцип открытости гласит, что ограниченный
линейный оператор T ∈ B(X,Y ), определенный на ба-
наховом пространстве X и такой, что образ T (X) —
это банахово пространство Y , обязательно переводит
открытые множества X в открытые множества Y .
Принцип открытости имеет многочисленные перефор-
мулировки и следствия, подчеркивающие его важней-
шую роль. Полезна в приложениях следующая теоре-

ма корректности: если операторное уравнение Tx =
y однозначно разрешимо при любой правой части y, то
имеет место непрерывная зависимость решения x от
правой части y (т. е. T−1 ∈ B(Y,X)).

Часто используется также теорема Банаха о за-

мкнутом графике, представляющая собой один из ва-
риантов принципа открытости. Линейный оператор T ,
действующий из X в T (где X,Y — банаховы простран-
ства), ограничен в том и только том случае, если его
график — замкнутое множество (в произведении про-
странств X и Y ). Иначе говоря, проверка непрерывно-
сти T может состоять в установлении следующего усло-
вия: если xn → x и Txn → y, то y = Tx (общее опреде-
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ление непрерывности требует предварительного доказа-
тельства существования предела (Txn), которое снимает
теорема Банаха!).

В экономических приложениях первостепенное зна-
чение приобретает концепция двойственности функци-
ональных пространств. Простейшим примером двой-
ственности служит отображение (x, f) → f(x), ставя-
щее в соответствие элементу x пространства X и функ-
ционалу f на X число f(x). При трактовке x как векто-
ра товаров, а f как вектора цен, величину f(x) можно
рассматривать как стоимость x. Дальнейшие уточнения
и детализация этой трактовки требуют введения допол-
нительной структуры вX: цена, как правило, неотрица-
тельна и поэтому необходимо рассматривать простран-
ства, в которых между некоторыми векторами установ-
лено отношение «больше», — полуупорядоченные век-
торные пространства. В экономике соотношения срав-
нения и сопоставления играют исключительную роль, и
при их анализе теория таких пространств дает полез-
ные плоды. Наиболее важны те из полуупорядоченных
пространств, в которых каждое ограниченное (в смыс-
ле порядка) подмножество имеет точную верхнюю гра-
ницу. Эти пространства называют K-пространствами
или, более полно, пространствами Канторовича.

Таковы пространства Lp и lp, где отношение поряд-
ка вводится очевидным способом — одна последователь-
ность больше другой, если соответствующие координа-
ты первой превосходят координаты второй; функция x
больше y, если x(t) при почти всех t больше y(t).

Несколько более широкий класс пространств состав-
ляют векторные решетки, в которых точные границы
имеются у конечных множеств. Как правило, вектор-
ную решетку можно считать вложенной в подходящее
K-пространство.

Основы теорииK-пространств были заложены в 30-
х годах Л. В. Канторовичем, к настоящему времени она
получила существенное развитие. Фундаментальное об-
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щенаучное значение этих пространств было вскрыто в
последние годы в связи с развитием математической ло-
гики и, в частности, с доказательством независимости
континуум-гипотезы. Было обнаружено, что элементы
произвольного K-пространства суть изображения обыч-
ных вещественных чисел в соответствующей модели
обычной теории множеств. В настоящее время проис-
ходит бурное развитие возникшего на этой основе буле-
возначного анализа, в котором разрабатываются сред-
ства, позволяющие оперировать элементами K-прост-
ранств как числами, а операторами в них — как обыч-
ными функциями.

Развитие теории линейных операторов, особенно на
своем начальном этапе, стимулировала задача решения
операторных уравнений «первого рода»

Tx = y.

Аналогия между функциональными и алгебраическими
уравнениями, замеченная ранее для линейных диффе-
ренциальных уравнений, оказалась плодотворной и при
рассмотрении интегральных уравнений, основы теории
которых были заложены при формировании функцио-
нального анализа в работах В. Вольтерра, Д. Гильбер-
та, К. Нётера и И. Фредгольма. При этом выяснилось,
что удобно выделять уравнение «второго рода»

x+Kx = y

(т. е. формально рассматривать уравнение «первого ро-
да» при условии, что T = I+K, где I — тождественный
оператор). Более того, оказалось целесообразным сле-
дующее обобщение (типичный прием функционального
анализа): вводить в такое уравнение параметр. Точнее
говоря, исходную задачу удобно включать в класс задач,
зависящих от параметра λ. При этом, как ни парадок-
сально, решить семейство задач оказывается значитель-
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но проще. Таким образом, рассматривают либо пробле-
му «характеристических значений» исходного уравне-
ния, т. е. задачу исследования уравнения вида

x+ μKx = y,

либо «спектральную задачу» вида

λx−Kx = y,

где λ, μ — дополнительно вводимые, вообще говоря,
комплексные скаляры. Видно, что обе постановки экви-
валентны друг другу. Оказывается, что при малых (по
абсолютной величине) μ (или, что то же самое, боль-
ших λ) названные задачи разрешимы, и при этом имеет
место аналитическая зависимость решения от парамет-
ра λ. Особые точки — параметры, при которых реше-
ние отсутствует, — выделяют и изучают дополнительно.
Для спектральной задачи их называют точками спек-
тра оператора K. Ясно, что спектр оператора анало-
гичен набору собственных чисел матрицы. Примером
полностью исследованных спектральных задач служат
интегральные уравнения Фредгольма второго рода

x(s) + μ

b∫

a

k(s, t)x(t)dt = y(s),

где k, y — известные функции, а x — искомая функция.
Если, например, квадрат функции k интегрируем

и задача ставится в пространстве L2, то внутри каждо-
го круга с центром в нуле лежит лишь конечное число
характеристических значений, каждому из которых от-
вечает конечномерное собственное подпространство K.
Для регулярных (т. е. нехарактеристических) значений
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решение может быть выписано в виде ряда, причем име-
ет место аналитическая зависимость решения от пара-
метра.

Теория уравнений второго рода — один из наибо-
лее разработанных разделов современного спектрально-
го анализа операторов. Весьма полная, глубокая и удоб-
ная трактовка названного круга проблем дана в теории
индекса М. Атьи и И. Зингера.

Наряду с однозначными отображениями векторных
пространств применяются многозначные отображения
или соответствия, т. е. произвольные подмножества
F в произведении X × Y пространств X и Y . Такое F
можно трактовать как функцию из X в множество под-
множеств Y , полагая F (x) = {y ∈ Y : (x, y) ∈ F}. В
этой связи соответствие F часто называют многознач-
ным отображением, одно-многозначным или, наконец,
точечно-множественным отображением. Такие соответ-
ствия весьма часто возникают в связи с задачами эконо-
мики. Например, если x означает некоторую совокуп-
ность ресурсов, а F (x) — продукцию, которая может
быть получена на основе этих ресурсов, то такой набор
F (x) весьма многообразен и мы имеем дело со случаем
точечно-множественного отображения.

В приложениях часто используются выпуклые и вы-
пуклозначные соответствия. В первом случае выпукло
само множество F — «график» отображения, во втором
выпуклы допустимые «выпуски» — образы F (x) при
каждом x. Для точечно-множественных отображений
справедливы многочисленные теоремы о существовании
так называемых неподвижных точек (т. е. таких, что
x ∈ F (x)). Эти теоремы широко используются при ис-
следовании проблем конкурентного равновесия. Одна
из упомянутых теорем (К. Фан) существования гласит
следующее.

Пусть X — нормированное пространство и F —
выпуклозначное отображение, определенное на некото-
ром непустом компакте Q в X, причем такое, что
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F (x) замкнуто при x ∈ Q. Допустим, что F полуне-
прерывно сверху, т. е. для каждого замкнутого мно-
жества A в X его прообраз F−1(A) = {x ∈ Q : (∃y ∈
A)(x, y) ∈ F} = {x ∈ Q : F (x) ∩ A �= ∅}, является за-
мкнутым в X. Тогда F имеет неподвижную точку в
Q. Сформулированная теорема справедлива и для более
широкого, чем нормированный, класса так называемых
локально выпуклых пространств. Эти пространства со-
ставляют, по сути, наименьший класс, содержащий в се-
бе все нормированные пространства и выдерживающий
операцию образования произведения таких пространств
в произвольном количестве. Такие пространства нахо-
дят исключительно плодотворные применения, прежде
всего в теории функциональных пространств дифферен-
цируемых функций (с так называемыми обобщенными
производными) — пространствах Соболева.

Число различных направлений анализа весьма ве-
лико. Среди них — уже названные теория функциональ-
ных пространств Соболева, спектральный анализ и тео-
рия индекса, теория гильбертовых пространств, а также
теория банаховых алгебр (И. М. Гельфанд) и оператор-
ных алгебр (Дж. фон Нейман), теория представлений
и другие. Эти теории получили глубокое развитие, спо-
собствовали решению внутренних проблем самой мате-
матики, получили важнейшие применения в теоретиче-
ской физике, механике, математической физике, теории
вероятностей и т. п.

Мы сосредоточим внимание лишь на некоторых на-
правлениях, которые либо уже используются в матема-
тической экономике, либо их применения можно ожи-
дать в ближайшее время.

Хотя экономические проблемы, по существу, конеч-
ны — имеется ограниченное множество продуктов и ре-
сурсов, время можно считать дискретным, но такие ко-
нечные модели невообразимо громоздки и необозримы и
для анализа, и для расчета. Поэтому гораздо эффектив-
нее вместо них использовать родственные непрерывные
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континуальные модели. Такова, например, модель раз-
вития (роста) при техническом прогрессе с вмененными
основными фондами (Р. Солоу, Л. В. Канторович), опи-
сываемая функциональным уравнением, хорошо подда-
ющимся теоретическому анализу и расчету.

Во многих модельных построениях возникает во-
прос не только об адекватности модели исследуемому
процессу, но и о «реальности модели самой по себе», т. е.
о существовании модели, обладающей нужными свой-
ствами. При этом заведомо известная неадекватность
модели реальному процессу не позволяет сделать такое
заключение на основании анализа исходных данных.

Вопрос существования нужной модели в известной
мере сродни вопросу существования решения. Геомет-
рически он может быть сформулирован так. Если мы
выделяем два множества в пространстве моделей — од-
но, обладающее одной частью свойств, другое — другой,
то имеют ли они общую точку? Существует значитель-
ная литература о методе неподвижных точек: принцип
Качиполли, принцип Шаудера, теорема Какутани, упо-
мянутая выше теорема Фана и др. В частности, таким
образом получается известная теорема Эрроу — Вальда.

Скарфом и другими были развиты не только ка-
чественные, но и количественные методы нахождения
решений моделей, в частности оптимизационных. Хо-
тя эти методы громоздки и пока недостаточно эффек-
тивны, но сам по себе принципиально новый подход к
поиску решений является весьма ценным.

Говоря о численных методах нахождения решений,
необходимо напомнить о том значении, которое они име-
ют в экономике. Мало где в других науках встречаются
задачи таких масштабов и такой сложности, как в мо-
делях экономических процессов. Поэтому то развитие,
которое получили численные методы алгебры и анализа
в результате создания функционально-аналитического
подхода к ним, призваны сыграть большую роль в ма-
тематической экономике.
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Это следующие группы методов:
1. Метод наискорейшего спуска и градиентные ме-

тоды.
2. Методы ньютоновского типа.
3. Общая теория приближенных методов.
4. Принцип мажорант и методы последовательных

приближений.
По ним имеется обширная литература в функцио-

нальном анализе и многих разделах прикладной мате-
матики, порождено огромное число эффективных чис-
ленных методов решения с точной характеристикой на-
личия сходимости и ее быстроты. Названные методы
дают также и много других важных средств исследова-
ния экономических моделей.

С их помощью в ряде случаев на основе расчетов
могут устанавливаться строго существование решения,
область единственности, некоторые свойства решения.
В ряде случаев приближенное решение может быть по-
лучено на компьютере не в численном, а в аналитиче-
ском (формульном) виде. Эта область получила на-
звания «вычислительное доказательство» и «аналити-
ческие вычисления на машинах», «доказательные вы-
числения». В то же время значение названных методов
для экономики, в частности для задач на поиск равно-
весия или экстремума, полностью не раскрыто.

При развитии теории функциональных пространств
одна сторона реальной действительности оказалась в ней
на некоторое время упущенной. Для практических объ-
ектов наряду с алгебраическими и другими соотноше-
ниями большое значение имеет соотношение сравнения.
Простое сравнение, имеющееся между всеми объектами,
носит обедненный характер, например, можно все виды
расположить по их весу, но это мало что дает. Гораз-
до более естественным является упорядочение, которое
для тех случаев, когда это естественно, определяется
или фиксируется, а в других случаях остается неопре-
деленным (частичное упорядочение или полуупорядоче-
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ние). Например, два набора продуктов несомненно сле-
дует считать сравнимыми и первый больше второго, ес-
ли в первом каждого продукта соответственно больше,
чем во втором. Если же часть больше в одном, часть
больше в другом, то можно сравнение не фиксировать.

Так, в свое время была построена теория полуу-
порядоченных пространств, и прежде всего теория K-
пространств, определенных выше. Она получила раз-
нообразные применения как в теоретических вопросах
анализа, так и в построении некоторых прикладных ме-
тодов, например в теории мажорант в связи с интенсив-
ным изучением метода последовательных приближений.
В то же время полностью ее возможности до сих пор еще
не раскрыты. Недооценено также и значение этой ветви
функционального анализа для экономики. Между тем в
экономике соотношения сравнения и сопоставления иг-
рают исключительную роль, и уже при возникновении
K-пространств было ясно, что при анализе экономики
они найдут свое место и дадут полезные плоды.

Теория K-пространств имеет и другое значение —
их элементы могут использоваться как числа. В част-
ности, при построении пространств типа Банана в каче-
стве нормы вместо чисел могут использоваться элемен-
ты такого пространства, конечномерного или бесконеч-
номерного. Подобная нормировка объектов является го-
раздо более точной. Скажем, функция нормируется не
своим максимумом на всем интервале, а десятком чи-
сел — максимумами ее на частях этого интервала. Оче-
видно, что возникающая норма гораздо точнее характе-
ризует функцию. В частности, в экономике этот под-
ход очень полезен при применении агрегирования, если
он делается более детальным, чем обычная стоимость,
образом. Итак, большие системы путем агрегирования
упрощаются до систем меньшего размера, но все же до-
вольно близким по свойствам к исходным.

Имеется ряд других применений частично упоря-
доченных множеств — в экономике, выпуклом анализе,
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некоторых расчетах и т. д., в то же время их использова-
ние весьма недостаточно. Большее проникновение этих
методов функционального анализа в экономику сыграет
должную роль в изучении экономических систем.

Выше отмечены применения функционального ана-
лиза в экономике. В свою очередь, экономическая про-
блематика оказывает влияние на развитие самой мате-
матики. Это естественно, так как экономика представ-
ляет собой огромную область исследований с чертами
существенных принципиальных отличий от тех класси-
ческих физико-математических дисциплин, на базе ко-
торых шло развитие функционального анализа. Нужно
отметить тот очевидный факт, что теория систем ли-
нейных неравенств и методов их решения развилась на
сто лет позже, чем теория систем линейных уравнений,
и притом именно в связи с потребностями экономики.

Еще один интересный и важный пример — транс-
портная задача. Это классическая задача об опреде-
лении путей перевозки материалов от одних пунктов к
другим, которая была математически оформлена и на-
шла эффективные методы решения, в частности метод
потенциалов, около 1940 г. Известно, какое значение
названная задача и ее обобщения, например производ-
ственно-транспортная задача, имеют для экономики —
в вопросах размещения производства и ряде других.

Первоначальное изложение транспортной задачи
под названием задачи о перемещении масс дано в 1942 г.
(Л. В. Канторович). При этом, в частности, были про-
анализированы задача перевозок и задача выравнива-
ния грунта, важная при строительстве аэродромов. Ос-
новная задача формулировалась в весьма абстрактном
виде для произвольного метрического пространства, и
довольно естественно введено понятие расстояния меж-
ду двумя множествами одинаковой массы в компакте.
Оно определено как минимальный объем затрат по пе-
ремещению одной массы из одного места в другое.

Названная метрика в дальнейшем стала широко при-
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меняться в теории вероятностей для распределений, в
геометрии и некоторых других областях математиче-
ского знания. Ее применения в самом функциональ-
ном анализе привели к ряду новых интересных теорем.
Можно назвать и другие примеры, где математический
аппарат, развитый в связи с разнообразными задачами
экономики, получил определенные приложения в самой
математике и в совершенно иных прикладных науках.
В этом нет ничего удивительного, потому что эконо-
мический анализ по своему многообразию и сложности,
вероятно, превосходит даже проблематику современной
физики. Следует ожидать, что в дальнейшем углубле-
ние математического анализа проблем экономики станет
еще более мощным источником развития математиче-
ского аппарата, идей самой математики.

Из тех теорий, которые перечислены выше, остано-
вимся на использовании общей теории приближенных
методов в экономике. Основная идея этой теории со-
держит общий принцип изучения больших систем, при-
чем не только принцип системного анализа, но и общий
гносеологический принцип исследований. Он состоит
попросту в том, что данной большой сложной модели,
расположенной в некотором пространстве, в известном
смысле сопоставляется более простая, менее многомер-
ная модель в этом же или другом пространстве посред-
ством однозначного или одно-многозначного соответст-
вия. Изучение типа упрощенной модели оказывается
более доступным и осуществимым. При этом принципы
и конкретные теоремы общей теории нередко позволя-
ют на основе исследования более простой малой систе-
мы строить точные заключения о первоначальной боль-
шой системе, получать численные приближенные, но до-
вольно точные оценки ее характеристик и осуществлять
теоретический анализ системы — устанавливать суще-
ствование решения, его единственность, асимптотиче-
ские свойства и т. д.

Подчеркнем, что имеются разные средства постро-
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ения таких упрощенных систем в экономике — переход
к малоразмерным задачам, однопродуктовым или гло-
бальным задачам и т. д. В частности, одним из общих
приемов такого рода построения упрощенной системы
является метод агрегирования. В этой связи примене-
ние общей теории приближенных методов и ее методо-
логии даст существенные результаты в исследовании и
экономическом анализе.

В заключение можно выразить убежденность в том,
что все более широкое применение методов функцио-
нального анализа в математической экономике является
весьма перспективным, и следует ожидать, что оно даст
существенный вклад в развитие этой важной отрасли
науки.

Л. В. Канторович
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Математика и экономика
в наследии Л. В. Канторовича

Путь Канторовича

Канторович родился в Санкт-Петербурге в семье
врача-венеролога 19 января 1912 г. (6 января по ста-
рому стилю). Интересно, что во многих справочниках
указана другая дата. Сам Канторович всегда с улыбкой
отмечал, что он себя помнит с 19.01.1912. Дарование
мальчика проявилось очень рано. Уже в 1926 г. в воз-
расте 14 лет он поступил в Ленинградский университет.
Вскоре он стал заниматься в кружке, организованном
для студентов Г. М. Фихтенгольцем, а затем и в семина-
ре, посвященном дескриптивной теории функций. Ран-
ние студенческие годы сформировали первую когорту
наиболее близких товарищей. В кружке Фихтенголь-
ца занимались также Д. К. Фаддеев, И. П. Натансон,
С. Л. Соболев, С. Г. Михлин и др., с которыми Леонид
Витальевич был дружен всю жизнь. Старые друзья до
конца жизни за глаза называли его «Лёнечка».

Закончив ЛГУ в 1930 г., Канторович начал педаго-
гическую работу в ленинградских вузах, сочетая ее с ин-
тенсивными научными исследованиями. Уже в 1932 г.
он профессор Ленинградского института инженеров
промышленного строительства и доцент ЛГУ. В 1934 г.
Канторович становится профессором своей alma mater.

Основные труды в области математики Канторович
создал именно в свой «ленинградский» период. При
этом в 1930 годы он публикует больше статей по чи-
стой математике, а 1940 годы для него — время работ
по вычислительной математике, где он стал признанным
лидером в стране.
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При подготовке собрания сочинений Канторовича в
его личном архиве было обнаружено письмо Н. Н. Лузи-
на, датированное 29 апреля 1934 г. Один из первых ма-
тематиков того времени и основатель знаменитой «Лу-
зитании» писал1:

«Вы должны знать, каково мое отношение к Вам. Вас
всего, как человека, я не знаю еще, но угадываю мяг-
кий чарующий характер. Но то что я точно знаю — это
размер Ваших духовных сил, которые, насколько я при-
вык угадывать людей, представляют в науке неограничен-
ные возможности. Я не стану произносить соответствую-
щего слова — зачем? Талант — это слишком мало. Вы
имеете право на большее...».

В 1935 г. Канторович совершил свое главное математи-
ческое открытие — он определил K-пространства, т. е.
векторные решетки, в которых каждое непустое поряд-
ково ограниченное множество имеет точные грани.

Пространства Канторовича предоставили естествен-
ные рамки для построения теории линейных неравенств
— области, до того времени практически никак не изу-
ченной. Очевидно, что концепция неравенств весьма
приспособлена для задач, связанных с приближенными
вычислениями, где существенную роль играют разнооб-
разные оценки точности полученных результатов. Важ-
ным источником интереса к линейным неравенствам слу-
жила экономическая проблематика. Целесообразное и
оптимальное поведение в условиях ограниченных ресур-
сов естественно связывать с языком отношений частич-
ного сравнения. Наконец, концепция линейных нера-
венств неразрывна с ключевой идеей выпуклого множе-
ства. Функциональный анализ по самому своему по-
нятию предполагает наличие нетривиальных непрерыв-

1 Решетняк Ю. Г., Кутателадзе С. C. Письмо Н. Н. Лузина
Л.В.Канторовичу//Вестник РАН.—Т. 72, №8 (2002).—С. 740–742.
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ных линейных функционалов в рассматриваемом про-
странстве. Наличие же такого функционала эквива-
лентно существованию непустого собственного откры-
того выпуклого множества в объемлющем пространстве.
В случае общего положения выпуклые множества суть в
точности решения подходящей системы линейных нера-
венств.

В конце 1940 годов Канторович в серии работ cфор-
мулировал и развил тезис о взаимосвязи функциональ-
ного анализа и прикладной математики:

«Установилась традиция считать функциональный ана-
лиз дисциплиной чисто теоретической, далекой от непо-
средственных приложений, которая в практических во-
просах не может быть использована».

При этом Канторович подчеркивал, что его цель «в из-
вестной мере разрушить эту традицию, указать на связь
функционального анализа с Канторович выделил три
технологии: метод мажорант, восходящий к Коши, ме-
тод конечномерных приближений и метод Лагранжа для
новых задач оптимизации, возникающих в экономике.

Технологию мажорирования в общих упорядочен-
ных векторных пространствах Канторович взял за ос-
нову исследования вариантов метода Ньютона в бана-
ховых пространствах.

Приближение бесконечномерных пространств и опе-
раторов их конечномерными аналогами следует воспри-
нимать наряду с удивительным универсальным понима-
нием вычислительной математики как науки о конеч-
ных приближениях общих компактов (не обязательно
метрических)2.

2 Это положение включено в совместный доклад, подготовлен-
ный С. Л. Соболевым, Л. А. Люстерником и Л. В. Канторовичем
для III Всесоюзного математического съезда в 1956 г.
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Новизна экстремальных задач, возникающих в со-
циальных науках, связана с наличием многомерных про-
тиворечивых целей, ставящих на первое место пробле-
му согласования интересов. Соответствующие техноло-
гии можно рассматривать как своего рода скаляриза-
цию векторных целей.

С конца 1930 годов творчество Канторовича обрело
новые черты — он совершил серьезный прорыв в эко-
номической науке. В 1939 г. вышла в свет его знаме-
нитая брошюра «Математические методы организации
и планирования производства», ознаменовавшая рожде-
ние линейного программирования. Линейное програм-
мирование — техника максимизации линейного функ-
ционала на множестве положительных решений систе-
мы линейных неравенств. Неудивительно, что открытие
линейного программирования последовало вскоре за со-
зданием основ теории пространств Канторовича.

В 1940 годы на поверхности научного информаци-
онного потока экономические работы Канторовича прак-
тически не публикуются. Однако в его творчестве эко-
номическая проблематика выходит на первый план.

Уже в военные годы он завершает работу над пер-
вым вариантом книги «Экономический расчет наилуч-
шего использования ресурсов», принесшей ему в 1975 г.
Нобелевскую премию. Эта работа опережала время,
не соответствовала догматам господствующей полити-
ческой экономии, и ее публикация оказалась возможной
только в 1959 г. Пионерские идеи Канторовича были
легализованы и начали использоваться в экономической
практике.

В 1948 г. Совет Министров СССР особо секретным
постановлением № 1990–774сс/оп решил «в двухнедель-
ный срок организовать в Ленинградском филиале Ма-
тематического института АН СССР расчетную группу в
количестве до 15 чел., возложив руководство этой груп-
пой на проф. Канторовича». Так Канторович вошел в
число участников проекта по созданию отечественного
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ядерного оружия3.
В 1957 г. Канторовича приглашают на работу во

вновь создаваемое Сибирское отделение Академии наук.
Вскоре он был избран членом-корреспондентом Акаде-
мии наук СССР по Отделению экономики. Основные
публикации Канторовича этого периода относятся к эко-
номике, за исключением, прежде всего, всемирно из-
вестного курса «Функциональный анализ в нормирован-
ных пространствах», написанного совместно с Г. П. Аки-
ловым.

Нельзя не отметить одну блестящую придумку Кан-
торовича и его учеников — научные тарифы на так-
си. Люди старшего поколения помнят, как в 1960 го-
ды была введена плата за посадку и уменьшена такса
за проезд, что немедленно привело к повышению рен-
табельности перевозок и выгодности коротких поездок
для клиентов и водителей. Эта экономическая мера бы-
ла разработана в результате математического модели-
рования, осуществленного Канторовичем и группой его
молодых учеников-математиков, и опубликована в са-
мом престижном математическом журнале страны — в
«Успехах математических наук».

В 1964 г. Канторович избран действительным чле-
ном АН СССP по Отделению математики и в 1965 г.
удостоен Ленинской премии.

В начале 1970 годов Канторович переехал в Моск-
ву, где продолжил занятия экономическим анализом.
Канторович всегда мечтал о внедрении новых матема-
тических методов в хозяйственную практику своей Ро-
дины и служил этой мечте до своей кончины 7 апреля
1986 г., невзирая на непонимание и откровенное проти-
водействие ретроградов от науки и политики, управляв-
ших страной. Он похоронен на Новодевичьем кладбище
в Москве.

3 Так называемая операция «Энормоз» в оперативной пере-
писке советской разведки.
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Научное наследие

Научное наследие Канторовича огромно. Его иссле-
дования в области функционального анализа, вычисли-
тельной математики, теории экстремальных задач, де-
скриптивной теории функций оказали фундаментальное
влияние на становление и развитие названных дисци-
плин. Он по праву входит в число основоположников
современной математической экономики.

Канторович — автор более трехсот научных работ,
которые при подготовке аннотированной библиографии
его сочинений он сам предложил распределить по сле-
дующим девяти разделам: дескриптивная теория функ-
ций и теория множеств, конструктивная теория функ-
ций, приближенные методы анализа, функциональный
анализ, функциональный анализ и прикладная мате-
матика, линейное программирование, вычислительная
техника и программирование, оптимальное планирова-
ние и оптимальные цены, экономические проблемы пла-
новой экономики.

Говоря о математических работах Канторовича,
нельзя не выделить особо три обзорные статьи:

Функциональный анализ и прикладная математика //Успехи мат.
наук. — 1948. — Т. 3, вып. 6. — С. 89–185.

Полуупорядоченные группы и линейные полуупорядоченные про-
странства // Успехи мат. наук. — 1951. — Т. 6, вып. 3. —
С. 31–98. — Соавт.: Вулих Б. З., Пинскер А. Г.

Об интегральных операторах // Успехи мат. наук. — 1956. —
Т. 11, вып. 2. — С. 3–29.

Первая из названных статей снабжена названием, неска-
занно впечатляющим своим масштабом особенно при её
сравнении с возрастом автора. Эта статья фигурирует в
формуле Сталинской премии второй степени в размере
100 000 рублей, присужденной Канторовичу в 1948 году.
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Учебник Канторовича и Акилова, многие годы служив-
ший настольной книгой многих теоретиков и приклад-
ников, возник на основе идей этого блестящего матема-
тического сочинения.

Удивительное многообразие направлений исследо-
ваний объединяется не только личностью Канторовича,
но и его методическими установками. Он всегда под-
черкивал внутреннее единство науки, взаимопроникно-
вение идей и методов, необходимых для решения разно-
родных теоретических и прикладных проблем матема-
тики и экономики.

Характерной чертой творчества Канторовича была
ориентация на наиболее трудные проблемы и самые пер-
спективные идеи математики и экономики своего време-
ни.

Математика и экономика

Математика изучает формы мышления. Предмет
экономики — обстоятельства человеческого поведения.
Математика абстрактна и доказательна, а профессио-
нальные решения математиков не задевают обычную
жизнь людей. Экономика конкретна и декларативна,
а практические упражнения экономистов основательно
жизнь меняют. Цель математики — безупречные исти-
ны и методы их получения. Цель экономики — индиви-
дуальное благополучие и пути его достижения. Матема-
тика не вмешивается в личную жизнь человека. Эконо-
мика задевает его кошелек и кошелку. Список коренных
различий математики и экономики бесконечен.

Математическая экономика — новация XX века.
Именно тогда возникло понимание того, что экономи-
ческие проблемы требуют совершенно нового матема-
тического аппарата.

Человек разумный всегда был, есть и будет чело-
веком хозяйствующим. Практическая экономика для
каждого из нас и наших предков — это арена здраво-
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го смысла. Здравый смысл представляет собой особую
способность человека к мгновенным оценочным сужде-
ниям. Понимание выше здравого смысла и проявляет-
ся как осознанная адаптивность поведения. Понимание
не наследуется и, стало быть, не принадлежит к числу
врожденных свойств. Уникальной особенностью челове-
ка является способность пониманием делиться, превра-
щая оценки в материальные и идеальные артефакты.

Культура — сокровищница понимания. Инвентари-
зация культуры — суть мировоззрения. Здравый смысл
субъективен и родствен духовному подъему веры, то
есть силе, превышающей возможности фактов и логи-
ки. Проверка суждений с помощью фактов и логики —
критический процесс, освобождающий человека от оши-
бок субъективизма. Наука — трудный путь объективи-
зации понимания. Религиозная и научная версии миро-
воззрения отличаются по сути способом кодификации
артефактов понимания.

Становление науки как инструмента понимания —
долгий и сложный процесс. Зарождение ординально-
го счета фиксировано палеолитическими находками, от-
деленными десятками тысяч лет от явления разумного
и хозяйствующего человека. Экономическая практика
предваряет предысторию математики, сформировавшу-
юся в науку доказательных вычислений в Древней Гре-
ции примерно 2500 лет тому назад.

Целенаправленное поведение людей в условиях огра-
ниченных ресурсов стало объектом науки совсем недав-
но. Датой рождения экономики как науки принято счи-
тать 9 марта 1776 г. — день публикации сочинения Ада-
ма Смита «Исследование о природе и причинах богат-
ства народов».

Консолидация мышления

Идеи правят миром. Эту банальную констатацию
когда-то с глубокой иронией дополнил Джон Мейнард
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Кейнс. Свой капитальный труд «Общая теория заня-
тости, процента и денег» он завершил весьма афори-
стично: «Практические люди, мнящие себя совершенно
неподверженными никаким интеллектуальным влияни-
ям, обычно являются рабами какого-нибудь замшелого
экономиста».

Политические идеи направлены на власть, экономи-
ческие — на свободу от власти. Политическая экономия
неразрывна не только с экономической практикой, но и
с практической политикой. Политизированность эконо-
мических учений характеризует их особое положение в
мировой науке. Изменчивость эпох, их технологических
достижений и политических предпочтений отражается
в широком распространении эмоционального подхода к
экономическим теориям и ставит экономику в положе-
ние, немыслимое для остальных наук. Помимо благо-
родных причин, для этого есть и одна довольно цинич-
ная: как бы не меняли достижения точных наук жизнь
человечества, они никогда не затрагивают обыденное со-
знание людей столь живо и остро, как суждения об их
кошельках и свободах.

Наука — чувственно-сверхчувственный артефакт в
том смысле, что ее содержание раскрывается только че-
ловеком и без человека, по меньшей мере, вполне понято
быть не может. Расположенная в самом центре культу-
ры наука напоминает «Вавилонскую башню» — наив-
ный, но героический и великий проект народов Земли.
Стремление к свободе, внутренне присущее человеку,
проявляется в неистребимой жажде знания. «Мы долж-
ны знать, мы будем знать!» — этот уже вековой тезис
Давида Гильберта лежит в кладовой здравого смысла.

Георг Кантор, создатель теории множеств, еще в
1883 г. заметил, что «сущность математики заключена
в ее свободе». Свобода математики отнюдь не сводится к
отсутствию экзогенных ограничений на объекты и мето-
ды исследования. Свобода математики в немалой мере
проявляется в предоставляемых ею новых интеллекту-
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альных средствах овладения окружающим миром, ко-
торые раскрепощают человека, раздвигая границы его
независимости. Математизация экономики — неизбеж-
ный этап пути человечества в царство свободы.

XIX век отмечен первыми попытками применения
математических методов в экономике в работах Антуана
Огюста Курно, Карла Маркса, Уильяма Стенли Дже-
вонса, Леона Вальраса и его преемника по Лозаннскому
университету Вильфредо Парето.

В XX веке к экономической проблематике обрати-
лись математики первой величины — Джон фон Ней-
ман и Леонид Канторович. Первый развил теорию игр
как аппарат изучения экономического поведения, а вто-
рой разработал линейное программирование как аппа-
рат принятия решений о наилучшем использовании огра-
ниченных ресурсов. Эти исследования фон Неймана и
Канторовича занимают исключительное место в науке.
Они показали, что современная математика предостав-
ляет самые широкие возможности для экономического
анализа практических проблем. Экономика приблизи-
лась к математике. Оставаясь гуманитарной, она стре-
мительно математизируется, демонстрируя высокую са-
мокритичность и незаурядную способность к объектив-
ным суждениям.

Поворот в мышлении человечества, осуществлен-
ный фон Нейманом и Канторовичем, не всегда достаточ-
но осознается. Между точным и гуманитарным стиля-
ми мышления существуют принципиальные различия.
Люди склонны к рассуждениям по аналогии и методу
неполной индукции, рождающим иллюзию общезначи-
мости знакомых приемов. Различия научных техноло-
гий не всегда выделены отчетливо, что, в свою очередь,
способствует самоизоляции и вырождению громадных
разделов науки.

Методологическую пропасть, зиявшую между эко-
номистами и математиками, к 1920 годам четко обозна-
чил Альфред Маршалл, основатель кембриджской шко-
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лы неоклассиков, «маршаллианцев». Он писал:

«Функция анализа и дедукции в экономической науке
состоит не в создании нескольких длинных цепей логиче-
ских рассуждений, а в правильном создании многих ко-
ротких цепочек и отдельных соединительных звеньев»4.

«Ясно, что в экономической науке нет места для длин-
ных цепей дедуктивных рассуждений, ни один экономист,
даже Рикардо, не пытался их использовать. На первый
взгляд может показаться, что частое использование мате-
матических формул в экономических исследованиях сви-
детельствует о противоположном. Но при более тщатель-
ном рассмотрении станет очевидно, что такое впечатление
обманчиво, за исключением случая, когда чистый мате-
матик использует экономические гипотезы ради развле-
кательных упражнений в математике...»5.

В 1906 г., в одном из частных писем, Маршалл сфор-
мулировал свое скептическое отношение к применению
математики в экономике следующим образом:

«[У меня] в последние годы работы над этим предме-
том росло ощущение весьма малой вероятности того, что
хорошая математическая теорема, имеющая дело с эконо-
мическими гипотезами, кажется хорошей экономикой. И
я все больше и больше склонялся к следующим правилам:

(1) Используй математику как язык для стенографии,
а не исследовательский механизм.

(2) Придерживайся математики, пока не закончил де-
ло.

(3) Переведи на английский.
(4) Проиллюстрируй примерами, важными в реальной

жизни.

4 Маршалл А. Принципы политической экономии. Том III.
Пер. с англ. — М.: Изд-во Прогресс, 1984. — С. 225.

5 Маршалл А. Ibid. — С. 212.
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(5) Сожги математику.
(6) Если не достиг успеха в (4), сожги (3). Особенно

часто я пользовался именно последним приемом.
Я не имею ничего против математики, она полезна и

необходима, однако очень плохо, что история экономиче-
ской мысли больше не востребована и даже не предлага-
ется во многих студенческих и аспирантских программах.
Это потеря»6.

Маршалл последовательно противопоставлял экономи-
ческое и математическое мышление, призывая строить
многочисленные короткие «гребешки» рассуждений в
конкретном экономическом анализе. Ясно, что образ
«гребешка» не имеет ничего общего с представлением о
перевернутой пирамиде — кумулятивной иерархии уни-
версума фон Неймана, в котором обитает современная
теория множеств. Красота и сила математики со времен
Древней Эллады до наших дней связаны с аксиомати-
ческим методом, предполагающим вывод новых фактов
с помощью сколь угодно длинных цепей формальных
импликаций.

Бросающаяся в глаза разница в менталитете мате-
матиков и экономистов затрудняет их взаимопонима-
ние и сотрудничество. Невидимы, но вездесущи пере-
городки мышления, изолирующие математическое сооб-
щество от своего экономического визави. Этот статус-
кво с глубокими историческими корнями всегда был вы-
зовом для Канторовича, противоречащим его тезису о
взаимопроникновении математики и экономики.

Линейное программирование

Главным открытием Канторовича на стыке матема-
тики и экономики стало линейное программирование,

6 Brue S. L. The Evolution of Economic Thought. 5th ed. — Fort
Worth: Harcourt College Publishers, 1993. — P. 294.
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которое теперь изучают десятки тысяч людей во всем
мире. Под этим термином скрывается колоссальный
раздел науки, посвященный линейным оптимизацион-
ным моделям. Иначе говоря, линейное программирова-
ние — это наука о теоретическом и численном анализе
и решении задач, в которых требуется найти оптималь-
ное значение, т. е. максимум или минимум некоторой
системы показателей в процессе, поведение и состояние
которого описывается той или иной системой линейных
неравенств.

Термин «линейное программирование» был предло-
жен в 1951 г. американским экономистом Т. Купмансом.
В 1975 г. Канторович и Купманс получили Нобелевскую
премию по экономическим наукам с формулировкой «за
их вклад в теорию оптимального распределения ресур-
сов». Особой заслугой Купманса стала пропаганда мето-
дов линейного программирования и защита приоритета
Канторовича в открытии этих методов.

В США линейное программирование возникло толь-
ко в 1947 г. в работах Джорджа Данцига. Поучительно
привести его слова об истории линейного программиро-
вания7:

«Русский8 математик Л. В. Канторович на протяже-
нии ряда лет интересовался применением математики к
задачам планирования. В 1939 г. он опубликовал обстоя-
тельную монографию под названием „Математические ме-
тоды организации и планирования производства“... Кан-
торовича следует признать первым, кто обнаружил, что
широкий класс важнейших производственных задач под-
дается четкой математической формулировке, которая, по
его убеждению, дает возможность подходить к задачам с

7 Данциг Дж. Б. Линейное программирование, его обобщения
и применения. Пер. с англ. — М.: Изд-во Прогресс, 1966. — С. 29.

8 В указанном выше переводе стоит слово «советский», а в
английском оригинале «Russian».
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количественной стороны и решать их численными метода-
ми...

Канторович описал метод решения, основанный на име-
ющемся первоначально допустимом решении... Хотя двой-
ственные переменные и не назывались „ценами“, в целом
идея метода состоит в том, что выбранные значения этих
„разрешающих множителей“ для недостающих ресурсов
можно довести до уровня, когда становится целесообраз-
ной переброска ресурсов, являющихся избыточными...

Если бы первые работы Канторовича были бы в долж-
ной мере оценены в момент их первой публикации, то,
возможно, в настоящее время линейное программирование
продвинулось бы значительно дальше. Однако его первая
работа в этой области оставалась неизвестной как в Со-
ветском Союзе, так и в других странах, а за это время ли-
нейное программирование стало настоящим искусством».

Следует подчеркнуть, что c оптимальным планом любой
линейной программы автоматически связаны оптималь-
ные цены или «объективно обусловленные оценки». По-
следнее громоздкое словосочетание Канторович выбрал
из тактических соображений для повышения «критико-
устойчивости» термина.

Взаимозависимость оптимальных решений и опти-
мальных цен — такова краткая суть экономического от-
крытия Канторовича.

Универсальная эвристика

Целостность мышления проявлялась во всем твор-
честве Канторовича. Идеи линейного программирова-
ния были тесно связаны с его методологическими уста-
новками в области математики. Главным своим матема-
тическим достижением в этой области Канторович счи-
тал выделение K-пространств9.

9 В рабочих тетрадях Канторович писал о «моих пространст-
вах».
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Уже в первой своей работе в новой области матема-
тики, датированной 1935 г., Канторович писал: «В этой
заметке я определяю новый тип пространств, которые
я называю линейными полуупорядоченными простран-
ствами. Введение этих пространств позволяет изучать
линейные операции одного общего класса (операции, зна-
чения которых принадлежат такому пространству) как
линейные функционалы».

Так была впервые сформулировала важнейшая ме-
тодологическая установка, которую теперь называют эв-
ристическим принципом Канторовича. Следует подчерк-
нуть, что в определение линейного полуупорядоченно-
го пространства Канторовичем была включена аксиома
условной порядковой полноты, обозначенная I6. Роль
K-пространств Канторович продемонстрировал на при-
мере теоремы Хана — Банаха. Оказалось, что в этом
центральном принципе функционального анализа мож-
но реализовать принцип Канторовича, т. е. заменить ве-
щественные числа элементами произвольного K-прост-
ранства, а линейные функционалы — операторами со
значениями в таком пространстве.

Эвристический принцип Канторовича нашел много-
численные подтверждения как в его собственных иссле-
дованиях, так и в работах его учеников и последовате-
лей. Этот принцип оказался путеводной идеей, привед-
шей к глубокой и изящной теории K-пространств, бо-
гатой разнообразными приложениями. Еще в середине
прошлого века предпринимались попытки формализа-
ции эвристического принципа Канторовича. На этом
пути появились так называемые теоремы о сохранении
соотношений, которые утверждают, что если некоторое
высказывание, включающее конечное число функцио-
нальных соотношений, доказано для вещественных чи-
сел, то аналогичный факт автоматически оказывается
верным и для элементовK-пространства. В то же время
оставался совершенно неясным внутренний механизм,
управляющий феноменом сохранения соотношений, гра-
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ницы его применимости, а также общие причины многих
аналогий и параллелей с классическими математически-
ми дисциплинами.

Абстрактная теория K-пространств, линейное про-
граммирование и приближенные методы анализа — про-
дукты универсальной эвристики Канторовича.

Современные исследования подтвердили, что идеи
линейного программирования имманентны теории K-
пространств. Можно доказать, что выполнение любого
из принятых вариантов формулировок принципа двой-
ственности линейного программирования в абстрактной
математической структуре с неизбежностью приводит
к тому, что исходный объект являетсяK-пространством.

Эвристический принцип Канторовича связан с од-
ной из самых ярких страниц математики прошлого века
— со знаменитой проблемой континуума. Как известно,
множество имеет мощность континуума, если оно нахо-
дится во взаимнооднозначном соответствии с отрезком
числовой прямой. Гипотеза континуума состоит в том,
что любое подмножество отрезка либо счетно, то есть
допускает пересчет, либо имеет мощность континуума.
Проблема континуума состоит в ответе на вопрос о спра-
ведливости или ложности гипотезы континуума.

Гипотеза континуума была впервые высказана Кан-
тором в 1878 г. Он был убежден в том, что эта гипотеза
является теоремой и всю жизнь тщетно пытался ее дока-
зать. В 1900 г. в Париже состоялся II Международный
конгресс математиков. Гильберт выступил на открытии
со своим знаменитым докладом «Математические про-
блемы», сформулировав 23 проблемы, решение которых
девятнадцатое столетие завещало двадцатому. Первой в
докладе Гильберта стоит проблема континуума. Оста-
ваясь нерешенной десятилетиями, она порождала глу-
бокие исследования в основаниях математики. В итоге
более чем полувековых усилий мы теперь знаем, что ги-
потеза континуума не может быть ни доказана, ни опро-
вергнута.
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К пониманию независимости гипотезы континуума
человечество пришло в два этапа: в 1939 г. Курт Гëдель
проверил, что гипотеза континуума совместна с аксио-
мами теории множеств, а в 1963 г. Поль Коэн доказал,
что им не противоречит и отрицание гипотезы конти-
нуума. Оба результата установлены путем предъявле-
ния подходящих моделей, т. е. построением универсу-
ма и интерпретации в нем теории множеств. Подход
Гёделя основан на «усечении» универсума фон Нейма-
на. Гёдель показал, что выделенные им конструктив-
ные множества образуют модель, в которой имеет место
континуум-гипотеза. Следовательно, отрицание гипоте-
зы континуума недоказуемо. Подход Коэна в известном
смысле противоположен технике Гедёля: он основан на
контролируемом расширении универсума фон Неймана.

Метод форсинга Коэна был упрощен на языке не-
стандартных моделей в 1965 г. с использованием аппа-
рата булевых алгебр и новой технологии математическо-
го моделирования. Прогресс возникшего на этой основе
булевозначного анализа продемонстрировал фундамен-
тальное значение расширенных K-пространств. Каж-
дое из таких пространств, как оказалось совершенно
неожиданно, служит равноправной моделью веществен-
ной прямой и, значит, играет в математике ту же фун-
даментальную роль. Пространства Канторовича дали
новые модели поля вещественных чисел и обрели бес-
смертие.

Эвристика Канторовича постоянно получает бле-
стящее подтверждение, доказывая целостность науки и
неизбежность взаимопроникновения математики и эко-
номики.

Мемы для будущего

Противоречие между блестящими достижениями и
детской неприспособленностью к практической линии
жизни — один из важных парадоксов, оставленных нам
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Канторовичем. Сама его жизнь стала ярким и загадоч-
ным гуманитарным феноменом. Интравертность Кан-
торовича, очевидная в личном общении, совершенно не-
ожиданно сочеталась с публичной экстравертностью.
Отсутствие ораторского дара соседствовало с глубиной
логики и особыми приемами полемики. Его внутрен-
няя свобода и самодостаточность, мягкость, доброта и
исключительная скромность стояли в одном ряду с це-
ленаправленной жесткостью и неутомимостью на пути
к поставленной цели. Своим примером он дал нам об-
разец наилучшего использования ресурсов личности в
условиях внешних и внутренних ограничений.

Идеи Канторовича востребованы человечеством, что
видно по учебным планам любого экономического или
математического факультета в мире. Аппарат матема-
тики и идея оптимальности стали подручными оруди-
ями любого практикующего экономиста. Новые мето-
ды поставили непреодолимую планку для традициона-
листов, рассматривающих экономику как полигон тех-
нологий типа маккиавелизма, лизоблюдства, здравого
смысла и форсайта.

Экономика как вечный партнер математики избе-
жит слияния с любой эзотерической частью гуманитар-
ных наук, политики или беллетристики. Новые поколе-
ния математиков будут смотреть на загадочные пробле-
мы экономики как на бездонный источник вдохновения
и привлекательную арену приложения и совершенство-
вания своих безупречно строгих методов.

Вычисление победит гадание.

С. С. Кутателадзе
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Mathematics and Economics
in the Legacy of L. V. Kantorovich

The Path of Kantorovich

Kantorovich was born in the family of a venereologist
at St. Petersburg on January 19, 1912 (January 6, accord-
ing to the old Russian style). It is curious that many refer-
ence books give another date (which is three days before).
Kantorovich kept explaining with a smile that he remem-
bers himself from January 19, 1912. The boy’s talent was
revealed very early. In 1926, just at the age of 14, he entered
St. Petersburg (then Leningrad) State University (SPSU).
Soon he started participating in a circle of G. M. Fikht-
engolts for students and in a seminar on descriptive func-
tion theory. It is natural that the early academic years
formed his first environment: D. K. Faddeev, I. P. Natan-
son, S. L. Sobolev, S. G. Mikhlin, and a few others with
whom Kantorovich was friendly during all his life also par-
ticipated in Fikhtengolts’s circle. The old cronies called
him “Lënechka” ever since these days.

After graduation from SPSU in 1930, Kantorovich star-
ted teaching, combining it with intensive scientific research.
Already in 1932 he became a full professor at the Leningrad
Institute of Industrial Construction Engineers and an assis-
tant professor at SPSU. From 1934 Kantorovich was a full
professor at his alma mater.

The main achievements in mathematics belong to the
“Leningrad” period of Kantorovich’s life. In the 1930s he
published more papers in pure mathematics whereas his
1940s are devoted to computational mathematics in which
he was soon appreciated as a leader in this country.
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The letter of Academician N. N. Luzin, written on
April 29, 1934, was found in the personal archive of Kan-
torovich a few years ago during preparation of his selected
works for publication (see [1]).

This letter demonstrates the attitude of Luzin, one of
the most eminent and influential mathematicians of that
time, to the brilliance of the young prodigy. Luzin was
the founder and leader of the famous “Lusitania” school of
Muscovites. He remarked in his letter:

... you must know my attitude to you. I do not know you as a
man completely but I guess a warm and admirable personality.

However, one thing I know for certain: the range of your mental
powers which, so far as I accustomed myself to guess people, open
up limitless possibilities in science. I will not utter the appropriate
word—what for? Talent—this would belittle you. You are entitled
to get more...

In 1935 Kantorovich made his major mathematical discov-
ery—he defined K-spaces, i.e., vector lattices whose every
nonempty order bounded subset had an infimum and supre-
mum. The Kantorovich spaces have provided the natural
framework for developing the theory of linear inequalities
which was a practically uncharted area of research those
days. The concept of inequality is obviously relevant to
approximate calculations where we are always interested in
various estimates of the accuracy of results. Another chal-
lenging source of interest in linear inequalities was the stock
of problems of economics. The language of partial compari-
son is rather natural in dealing with what is reasonable and
optimal in human behavior when means and opportunities
are scarce. Finally, the concept of linear inequality is insep-
arable from the key idea of a convex set. Functional analysis
implies the existence of nontrivial continuous linear func-
tional over the space under consideration, while the pres-
ence of a functional of this type amounts to the existence of
nonempty proper open convex subset of the ambient space.
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Moreover, each convex set is generically the solution set of
an appropriate system of simultaneous linear inequalities.

At the end of the 1940s Kantorovich formulated and
explicated the thesis of interdependence between functional
analysis and applied mathematics:

There is now a tradition of viewing functional analysis as a
purely theoretical discipline far removed from direct applications,
a discipline which cannot deal with practical questions. This arti-
cle1 is an attempt to break with this tradition, at least to a certain
extent, and to reveal the relationship between functional analysis
and the questions of applied mathematics . . . .

He distinguished the three techniques: the Cauchy me-
thod of majorants also called domination, the method of
finite-dimensional approximations, and the Lagrange me-
thod for the new optimization problems motivated by eco-
nomics.

Kantorovich based his study of the Banach space ver-
sions of the Newton method on domination in general or-
dered vector spaces.

Approximation of infinite-dimensional spaces and op-
erators by their finite-dimensional analogs, which is dis-
cretization, must be considered alongside the marvelous
universal understanding of computational mathematics as
the science of finite approximations to general (not neces-
sarily metrizable) compacta.2

The novelty of the extremal problems arising in social
sciences is connected with the presence of multidimensional

1 Cp. Kantorovich L.V., Functional analysis and applied math-
ematics// Uspekhi Mat. Nauk.—1948.— Vol. 3, No. 6.—P. 89–185;
English transl., Nat. Bur. Standards Rep., no. 1509, U.S. Dept. of
Commerce, Nat. Bur. Standards, Washington, D.C., 1952.

2 This revolutionary definition was given in the joint talk by S. L.
Sobolev, L. A. Lyusternik, and L. V. Kantorovich at the Third All-
Union Mathematical Congress in 1956.
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contradictory utility functions. This raises the major prob-
lem of agreeing conflicting aims. The corresponding tech-
niques may be viewed as an instance of scalarization of
vector-valued targets.

From the end of the 1930s the research of Kantorovich
acquired new traits in his audacious breakthrough to eco-
nomics. Kantorovich’s booklet Mathematical Methods in
the Organization and Planning of Production which ap-
peared in 1939 is a material evidence of the birth of lin-
ear programming. Linear programming is a technique of
maximizing a linear functional over the positive solutions
of a system of linear inequalities. It is no wonder that the
discovery of linear programming was immediate after the
foundation of the theory of Kantorovich spaces.

The economic works of Kantorovich were hardly visi-
ble at the surface of the scientific information flow in the
1940s. However, the problems of economics prevailed in his
creative studies. During the Second World War he com-
pleted the first version of his book The Best Use of Eco-
nomic Resources which led to the Nobel Prize awarded to
him and Tjalling C. Koopmans in 1975.

The Council of Ministers of the USSR issued a top se-
cret Directive No. 1990–774ss/op3 in 1948 which ordered
“to organize in the span of two weeks a group for compu-
tations with the staff up to 15 employees in the Leningrad
Division of the Mathematical Institute of the Academy of
Sciences of the USSR and to appoint Professor Kantorovich
the head of the group.” That was how Kantorovich was
enlisted in the squad of participants of the project of pro-
ducing nuclear weapons in the USSR.4

3 The letters “ss” abbreviate the Russian for “top secret,” while
the letters “of” abbreviate the Russian for “special folder.”

4 This was the Soviet project “Enormous,” transliterated in Rus-
sian like “Énormoz.” The code name was used in the operative corre-
spondence of the intelligence services of the USSR.
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In 1957 Kantorovich accepted the invitation to join the
newly founded Siberian Division of the Academy of Sciences
of the USSR. He moved to Novosibirsk and soon became
a corresponding member of the Department of Economics
in the first elections to the Siberian Division. Since then
his major publications were devoted to economics with the
exception of the celebrated course of functional analysis,
“Kantorovich and Akilov” in the students’ jargon.

It is impossible not to mention one brilliant twist of
mind of Kantorovich and his students in suggesting a sci-
entific approach to taxicab metered rates. The people of
the elder generation in this country remember that in the
1960s the taxicab meter rates were modernized radically:
there appeared a price for taking a taxicab which was com-
bining with a less per kilometer cost. This led immediately
to raising efficiency of taxi parks as well as profitability of
short taxicab drives. This economic measure was a result of
a mathematical modeling of taxi park efficiency which was
accomplished by Kantorovich with a group of young math-
ematicians and published in the most prestigious mathe-
matical journal Russian Mathematical Surveys.

The 1960s became the decade of his recognition. In
1964 he was elected a full member of the Department of
Mathematics of the Academy of Sciences of the USSR, and
in 1965 he was awarded the Lenin Prize. In these years he
vigorously propounded and maintained his views of inter-
play between mathematics and economics and exerted great
efforts to instill the ideas and methods of modern science
into the top economic management of the Soviet Union,
which was almost in vain.

At the beginning of the 1970s Kantorovich left Novosi-
birsk for Moscow where he was deeply engaged in economic
analysis, not ceasing his efforts to influence the everyday
economic practice and decision making in the national econ-
omy. His activities were mainly waste of time and stamina
in view of the misunderstanding and hindrance of the gov-

47



erning retrogradists of this country. Cancer terminated his
path in science on April 7, 1986. He was buried at Novode-
vichy Cemetery in Moscow.

Contribution to Science

The scientific legacy of Kantorovich is immense. His
research in the areas of functional analysis, computational
mathematics, optimization, and descriptive set theory has
had a dramatic impact on the foundation and progress of
these disciplines. Kantorovich deserved his status of one of
the father founders of the modern economic-mathematical
methods. Linear programming, his most popular and cele-
brated discovery, has changed the image of economics.

Kantorovich wrote more than 300 articles. When we
discussed with him the first edition of an annotated bib-
liography of his publications in the early 1980s, he sug-
gested to combine them in the nine sections: descriptive
function theory and set theory, constructive function the-
ory, approximate methods of analysis, functional analysis,
functional analysis and applied mathematics, linear pro-
gramming, hardware and software, optimal planning and
optimal prices, and the economic problems of a planned
economy.

Discussing the mathematical papers of Kantorovich,
we must especially mention the three articles [2, 5, 6] in
Russian Mathematical Surveys. The first of them had ac-
quired the title that is still impressive in view of its scale, all
the more if compared with the age of the author. This ar-
ticle appeared in the formula of the Stalin Prize of 100,000
Rubles which was awarded to Kantorovich in 1948. The
ideas of this brilliant masterpiece laid grounds for the clas-
sical textbook by Kantorovich and Akilov which was the
deskbook of many scientists of theoretical and applied in-
clination.

The impressive diversity of these areas of research rests
upon not only the traits of Kantorovich but also his method-
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ological views. He always emphasized the innate integrity
of his scientific research as well as mutual penetration and
synthesis of the methods and techniques he used in solving
the most diverse theoretic and applied problems of mathe-
matics and economics.

The characteristic feature of the contribution of Kan-
torovich is his orientation to the most topical and difficult
problems of mathematics and economics of his epoch.

Mathematics and Economics

Mathematics studies the forms of reasoning. The sub-
ject of economics is the circumstances of human behav-
ior. Mathematics is abstract and substantive, and the pro-
fessional decision of mathematicians do not interfere with
the life routine of individuals. Economics is concrete and
declarative, and the practical exercises of economists change
the life of individuals substantially. The aim of mathemat-
ics consists in impeccable truths and methods for acquiring
them. The aim of economics is the well-being of an in-
dividual and the way of achieving it. Mathematics never
intervenes into the private life of an individual. Economics
touches his purse and bag. Immense is the list of striking
differences between mathematics and economics.

Mathematical economics is an innovation of the twen-
tieth century. It is then when the understanding appeared
that the problems of economics need a completely new
mathematical technique.

Homo sapiens has always been and will stay forever
homo economicus. Practical economics for everyone as well
as their ancestors is the arena of common sense. Com-
mon sense is a specific ability of a human to instantaneous
moral judgement. Understanding is higher than common
sense and reveals itself as the adaptability of behavior. Un-
derstanding is not inherited and so it does nor belong to
the inborn traits of a person. The unique particularity of
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humans is the ability of sharing their understanding, trans-
forming evaluations into material and ideal artefacts.

Culture is the treasure-trove of understanding. The in-
ventory of culture is the essence of outlook. Common sense
is subjective and affine to the divine revelation of faith that
is the force surpassing the power of external proofs by fact
and formal logic. The verification of statements with facts
and by logic is a critical process liberating a human from
the errors of subjectivity. Science is an unpaved road to ob-
jective understanding. The religious and scientific versions
of outlook differ actually in the methods of codifying the
artefacts of understanding.

The rise of science as an instrument of understanding is
a long and complicated process. The birth of ordinal count-
ing is fixed with the palaeolithic findings hat separated by
hundreds of centuries from the appearance of a knowing
and economic human. Economic practice precedes the pre-
history of mathematics that became the science of provable
calculations in Ancient Greece about 2500 years ago.

It was rather recently that the purposeful behavior of
humans under the conditions of limited resources became
the object of science. The generally accepted date of the
birth of economics as a science is March 9, 1776—the day
when there was published the famous book by Adam Smith
An Inquiry into the Nature and Causes of the Wealth of
Nations.

Consolidation of Mind

Ideas rule the world. John Maynard Keynes completed
this banal statement with a touch of bitter irony. He fin-
ished his most acclaimed treatise The General Theory of
Employment, Interest, and Money in a rather aphoristic
manner:

Practical men, who believe themselves to be quite exempt from
any intellectual influences, are usually the slaves of some defunct
economist.
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Political ideas aim at power, whereas economic ideas
aim at freedom from any power. Political economy is in-
separable from not only the economic practice but also the
practical policy. The political content of economic teach-
ings implies their special location within the world science.
Changes in epochs, including their technological achieve-
ments and political utilities, lead to the universal prolifera-
tion of spread of the emotional attitude to economic theo-
ries, which drives economics in the position unbelievable for
the other sciences. Alongside noble reasons for that, there
is one rather cynical: although the achievements of exact
sciences drastically change the life of the mankind, they
never touch the common mentality of humans as vividly
and sharply as any statement about their purses and limi-
tations of freedom.

Science is “supersensible,” implying that its content
cannot be wholly revealed without humans. Located in
the very center of culture, science reminds of the Tower of
Babel, the naive but heroic and grandios project of the peo-
ples of the Earth. Drive to freedom, innate in humans, lives
in the unsatisfiable striving for knowledge. “We must know,
we will know”—this centenarian motto of David Hilbert re-
sides comfortably in the treasure-trove of common sense.

Georg Cantor, the creator of set theory, remarked as
far back as in 1883 that “the essence of mathematics lies
entirely in its freedom.” The freedom of mathematics does
not reduce to the absence of exogenic restriction on the
objects and methods of research. The freedom of math-
ematics reveals itself mostly in the new intellectual tools
for conquering the ambient universe which are provided by
mathematics for liberation of humans by widening the fron-
tiers of their independence. Mathematization of economics
is the unavoidable stage of the journey of the mankind into
the realm of freedom.

The nineteenth century is marked with the first at-
tempts at applying mathematical methods to economics
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in the research by Antoine Augustin Cournot, Karl Marx,
William Stanley Jevons, Léon Walras, and his successor in
Lausanne University Vilfredo Pareto.

John von Neumann and Leonid Kantorovich, mathe-
maticians of the first calibre, addressed the economic prob-
lems in the twentieth century. The former developed game
theory, making it an apparatus for the study of economic
behavior. The latter invented linear programming for deci-
sion making in the problems of best use of limited resources.
These contributions of von Neumann and Kantorovich oc-
cupy an exceptional place in science. They demonstrated
that the modern mathematics opens up,broad opportunities
for economic analysis of practical problems. Economics has
been drifted closer to mathematics. Still remaining a hu-
manitarian science, it mathematizes rapidly, demonstrating
high self-criticism and an extraordinary ability of objective
thinking.

The turn in the mentality of the mankind that was ef-
fected by von Neumann and Kantorovich is not always com-
prehended to full extent. There are principal distinctions
between the exact and humanitarian styles of thinking. Hu-
mans are prone to reasoning by analogy and using incom-
plete induction, which invokes the illusion of the universal
value of the tricks we are accustomed to. The differences in
scientific technologies are not distinguished overtly, which
in turn contributes to self-isolation and deterioration of the
vast sections of science.

The methodological precipice between economists and
mathematics was well described by Alfred Marshall, the
founder of the Cambridge school of neoclassicals, “Marshal-
lians.” He wrote in his magnum opus [7]:

The function then of analysis and deduction in economics is not
to forge a few long chains of reasoning, but to forge rightly many
short chains and single connecting links...5

5 Marshall A. Principles of Economics. 8th ed. London: Macmil-
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It is obvious that there is no room in economics for long trains
of deductive reasoning.6

In 1906 Marshall formulated his scepticism in regard to
mathematics as follows:

[I had] a growing feeling in the later years of my work at the
subject that a good mathematical theorem dealing with economic
hypotheses was very unlikely to be good economics: and I went
more and more on the rules—

(1) Use mathematics as a shorthand language, rather than an
engine of inquiry.

(2) Keep to them till you have done.
(3) Translate into English.
(4) Then illustrate by examples that are important in real life.
(5) Burn the mathematics.
(6) If you can’t succeed in (4), burn (3). This last I did often.
I don’t mind the mathematics, it’s useful and necessary, but

it’s too bad the history of economic thought is no longer re-
quired or even offered in many graduate and undergraduate
programs. That’s a loss.7

Marshall intentionally counterpose the economic and math-
ematical ways of thinking, noting that the numerous short
“combs” are appropriate in a concrete economic analysis.
Clearly, the image of a “comb” has nothing in common
with the upside-down pyramid, the cumulative hierarchy
of the von Neumann universe, the residence of the modern
Zermelo–Fraenkel set theory. It is from the times of Hellas

lan and Co., Ltd. (1920), Appendix C: The Scope and Method of
Economics. § 3.

6 Ibid, Appendix D: Use of Abstract Reasoning in Economics.
7 Brue S. L. The Evolution of Economic Thought. 5th ed. Fort

Worth: Harcourt College Publishers, 1993.
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that the beauty and power of mathematics rest on the ax-
iomatic method which presumes the derivation of new facts
by however lengthy chains of formal implications.

The conspicuous discrepancy between economists and
mathematicians in mentality has hindered their mutual un-
derstanding and cooperation. Many partitions, invisible
but ubiquitous, were erected in ratiocination, isolating the
economic community from its mathematical counterpart
and vice versa.

This status quo with deep roots in history was always
a challenge to Kantorovich, contradicting his views of in-
teraction between mathematics and economics.

Linear Programming

The principal discovery of Kantorovich at the junction
of mathematics and economics is linear programming which
is now studied by hundreds of thousands of people through-
out the world. The term signifies the colossal area of science
which is allotted to linear optimization models. In other
words, linear programming is the science of the theoretical
and numerical analysis of the problems in which we seek
for an optimal (i.e., maximum or minimum) value of some
system of indices of a process whose behavior is described
by simultaneous linear inequalities.

The term “linear programming” was minted in 1951 by
Koopmans. The most commendable contribution of Koop-
mans was the ardent promotion of the methods of linear
programming and the strong defence of Kantorovich’s pri-
ority in the invention of these methods.

In the USA the independent research into linear op-
timization models was started only in 1947 by George B.
Dantzig who convincingly described the history of the area
in his classical book [9, pp. 22–23] as follows:

The Russian mathematician L. V. Kantorovich has for a num-
ber of years been interested in the application of mathematics to
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programming problems. He published an extensive monograph in
1939 entitled Mathematical Methods in the Organization and Plan-
ning of Production...

Kantorovich should be credited with being the first to recog-
nize that certain important broad classes of production problems
had well-defined mathematical structures which, he believed, were
amenable to practical numerical evaluation and could be numeri-
cally solved.

In the first part of his work Kantorovich is concerned with what
we now call the weighted two-index distribution problems. These
were generalized first to include a single linear side condition, then
a class of problems with processes having several simultaneous out-
puts (mathematically the latter is equivalent to a general linear pro-
gram). He outlined a solution approach based on having on hand
an initial feasible solution to the dual. (For the particular prob-
lems studied, the latter did not present any difficulty.) Although
the dual variables were not called “prices,” the general idea is that
the assigned values of these “resolving multipliers” for resources in
short supply can be increased to a point where it pays to shift to
resources that are in surplus. Kantorovich showed on simple ex-
amples how to make the shifts to surplus resources. In general,
however, how to shift turns out to be a linear program in itself for
which no computational method was given. The report contains an
outstanding collection of potential applications...

If Kantorovich’s earlier efforts had been appreciated at the time
they were first presented, it is possible that linear programming
would be more advanced today. However, his early work in this
field remained unknown both in the Soviet Union and elsewhere
for nearly two decades while linear programming became a highly
developed art.

It is worth observing that to an optimal plan of every linear
program there corresponds some optimal prices or “objec-
tively determined estimators.” Kantorovich invented this
bulky term by tactical reasons in order to enhance the “crit-
icism endurability” of the concept.
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The interdependence of optimal solutions and optimal
prices is the crux of the economic discovery of Kantorovich.

Universal Heuristics

The integrity of the outlook of Kantorovich was re-
vealed in all instances of his versatile research. The ideas
of linear programming were tightly interwoven with his
methodological standpoints in the realm of mathematics.
Kantorovich viewed as his main achievement in this area
the distinguishing of K-spaces.8

Kantorovich observed in his first short paper of 1935 in
Doklady on the newly-born area of ordered vector spaces:

In this note, I define a new type of space that I call a semiordered
linear space. The introduction of such a space allows us to study
linear operations of one abstract class (those with values in these
spaces) in the same way as linear functionals.

This was the first formulation of the most important method-
ological position that is now referred toKantorovich’s heuris-
tic principle. It is worth noting that his definition of a
semiordered linear space contains the axiom of Dedekind
completeness which was denoted by I6. Kantorovich demon-
strated the role of K-spaces by widening the scope of the
Hahn–Banach Theorem. The heuristic principle turned out
applicable to this fundamental Dominated Extension The-
orem; i.e., we may abstract the Hahn–Banach Theorem on
substituting the elements of an arbitrary K-space for reals
and replacing linear functionals with operators acting into
the space.

Attempts at formalizing Kantorovich’s heuristic prin-
ciple started in the middle of the twentieth century at the
initial stages of K-space theory and yielded the so-called
identity preservation theorems. They assert that if some al-
gebraic proposition with finitely many function variables is

8 Kantorovich wrote about “my spaces” in his personal memos.
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satisfied by the assignment of all real values then it remains
valid after replacement of reals with members of an arbi-
trary K-space.

Unfortunately, no satisfactory explanation was sug-
gested for the internal mechanism behind the phenomenon
of identity preservation. Rather obscure remained the lim-
its on the heuristic transfer principle. The same applies to
the general reasons for similarity and parallelism between
the reals and their analogs in K-space which reveal them-
selves every now and then.

The abstract theory of K-spaces, linear programming,
and approximate methods of analysis were particular out-
puts of Kantorovich’s universal heuristics. More recent re-
search has corroborated that the ideas of linear program-
ming are immanent in the theory of K-spaces. It was
demonstrated that the validity of one of the various state-
ments of the duality principle of linear programming in an
abstract mathematical structure implies with necessity that
the structure under consideration is in fact a K-space.

The Kantorovich heuristic principle is connected with
one of the most brilliant pages of the mathematics of the
twentieth century—the famous problem of the continuum.
Recall that some set A has the cardinality of the contin-
uum whenever A in equipollent with a segment of the real
axis. The continuum hypothesis is that each subset of the
segment is either countable of has the cardinality of the
continuum. The continuum problem asks whether the con-
tinuum hypothesis is true or false.

The continuum hypothesis was first conjectured by Can-
tor in 1878. He was convinced that the hypothesis was
a theorem and vainly attempted at proving it during his
whole life. In 1900 the Second Congress of Mathematicians
took place in Paris. At the opening session Hilbert delivered
his epoch-making talk “Mathematical Problems.” He raised
23 problems whose solution was the task of the nineteenth
century bequeathed to the twentieth century. The first on
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the Hilbert list was open the continuum problem. Remain-
ing unsolved for decades, it gave rise to deep foundational
studies. The efforts of more than a half-century yielded the
solution: we know now that the continuum hypothesis can
neither be proved nor refuted.

The two stages led to the understanding that the con-
tinuum hypothesis is an independent axiom. Gödel showed
in 1939 that the continuum hypothesis is consistent with
the axioms of set theory,9 and Cohen demonstrated in 1963
that the negation of the continuum hypothesis does not con-
tradict the axioms of set theory either. Both results were es-
tablished by exhibiting appropriate models; i.e., construct-
ing a universe and interpreting set theory in the universe.
The Gödel approach based on “truncating’ the von Neu-
mann universe. Gödel proved that the constructible sets
he distinguished yield the model that satisfies the contin-
uum hypothesis. Therefore, the negation of the continuum
hypothesis is not provable. The approach by Cohen was
in a sense opposite to that of Gödel: it used a controlled
enrichment of the von Neumann universe.

Cohen’s method of forcing was simplified in 1965 on
using the tools of Boolean algebra and the new technique
of mathematical modeling which is based on the nonstan-
dard models of set theory. The progress of the so-invoked
Boolean valued analysis has demonstrated the fundamental
importance of the so-called universally complete K-spaces.
Each of these spaces turns out to present one of the possible
noble models of the real axis and so such a space plays a sim-
ilar key role in mathematics. The spaces of Kantorovich
implement new models of the reals and earn their eternal
immortality.

Kantorovich heuristics has received brilliant corrobora-
tion, thus proving the integrity of science and inevitability
of interpenetration of mathematics and economics.

9 This was done for Zermelo–Fraenkel set theory.
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Memes for the Future

The contradistinction between the brilliant achieve-
ments and the childish unfitness for the practical seamy side
of life is listed among the dramatic enigmas by Kantorovich.
His life became a fabulous and puzzling humanitarian phe-
nomenon. Kantorovich’s introvertness, obvious in personal
communications, was inexplicably accompanied by outright
public extravertness. The absence of any orator’s abilities
neighbored his deep logic and special mastery in polemics.
His innate freedom and self-sufficiency coexisted with the
purposeful and indefatigable endurance in the case of ne-
cessity. He bequeathed us a magnificent example of the
best use of personal resources in the presence of restrictive
internal and external constraints.

The memes of Kantorovich have been received as wit-
nessed by the curricula and syllabi of every economics or
mathematics department in any major university through-
out the world. The gadgets of mathematics and the idea of
optimality belong to the tool-kit of any practicing economist.
The new methods erected an unsurmountable firewall against
the traditionalists that view economics as a testing polygon
for the technologies like Machiavellianism, flattery, common
sense, or foresight.

Economics as an eternal boon companion of mathe-
matics will avoid merging into any esoteric part of the hu-
manities, or politics, or belles-lettres. The new generations
of mathematicians will treat the puzzling problems of eco-
nomics as an inexhaustible source of inspiration and an at-
tractive arena for applying and refining their impeccably
rigorous methods.

Calculation will supersede prophesy.

S. S. Kutateladze
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Обзор научных трудов
Л. В. Канторовича

Дескриптивная теория функций
и теория множеств

Первые работы Л. В. Канторовича, доложенные на
семинаре Г. М. Фихтенгольца в 1927–1928 гг., посвяще-
ны исследованию трансфинитной последовательности
классов функций, составляющих так называемую клас-
сификацию Янга.

В этой классификации в качестве исходного при-
нимается класс непрерывных функций, а последующие
классы получаются чередованием предельных перехо-
дов возрастающих и убывающих последовательностей
функций. Классификация Янга является детализаци-
ей классификации Бэра. Л. В. Канторовичем установ-
лено, что функции Янга класса (α + 1) представимы
как верхние и нижние пределы функций Бэра класса
(α): «Sur les suites des fonctions rentrant dans la classi-
fication de M. W. H. Young» (1929). Ему принадлежат
также построения универсальных функций для классов
Янга: «Об универсальных функциях» (1929); функция
двух переменных называется универсальной для данно-
го класса, если при специализациях одной из перемен-
ных получаются все функции одной переменной этого
класса. Универсальные функции Л. В. Канторовича
принадлежат тем же классам, что и представляемые
ими функции. Для классификации Бэра, как показа-
но Леонидом Витальевичем, такого рода универсальных
функций не существует.

К тому же циклу относится работа 1932 г. «Об
обобщенных производных непрерывных функций», по-
священная условиям существования непрерывной функ-
ции, у которой производные числа Дини совпадают со
значениями заданных четырех функций соответствую-
щих классов. Дана дескриптивная характеристика этих
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функций и множеств, с помощью которых решается за-
дача. Например, на совершенном множестве меры нуль
произвольная функция первого класса Бэра оказывает-
ся производной некоторой функции. Полученные Л. В.
Канторовичем достаточные и частично необходимые ус-
ловия существенно дополнили классические результаты
А. Лебега, Р. Бэра, А. Данжуа, У. Янга и А. Безиковича.

Принципиальные результаты по теории A-множеств
и проективных множеств получены Л. В. Канторови-
чем в работах, выполненных преимущественно в соав-
торстве с Е. М. Ливенсоном. Основными из них яв-
ляются «Memoir on the analytical operations and pro-
jective sets» (1932, 1933). В этом цикле работ разви-
вается общая теория аналитических операций над мно-
жествами, в частности, теория δs-операций Хаусдорфа
— Колмогорова. Под этим названием понимается опе-
рация �N , сопоставляющая счетной системе множеств
E1, E2, . . . , En, . . . множество

⋃

γ∈N

En1 ∩ En2 ∩ · · · ∩ Enl · · · = �N (E1, E2, . . . ).

Здесь γ = (n1, n2, . . . ) — последовательность на-
туральных чисел, а N — множество последовательно-
стей γ, определяющее операцию. К δs-операциям отно-
сится, например, A-операция П. С. Александрова, при-
менение которой к замкнутым множествам порождает
A-множества. Устанавливаются теоремы о зависимости
дескриптивных свойств результата операции от класса
множеств, из которого черпаются E1, E2, . . . , а также от
дескриптивных свойств множества N , рассматриваемо-
го как множество иррациональных чисел.

В качестве одного из приложений построенной тео-
рии доказывается, что все трансфинитные последова-
тельности так называемых C-множеств, получающихся
применением A-операции к множествам, дополнитель-
ным к множествам предыдущего класса (за исходный
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класс берутA-множества), укладываются во второй про-
ективный класс. Впервые дано также аналитическое
представление всех проективных классов.

Конструктивная теория функций
К началу 1930 годов относятся также первые рабо-

ты Л. В. Канторовича по конструктивной теории функ-
ций. Его внимание в этой области привлекли прежде
всего известные многочлены

Bnf(x) =
n∑

k=0

f

(
k

n

)
Ck

nx
k(1− x)n−k,

с помощью которых С. Н. Бернштейн в 1912 г. дал ори-
гинальное доказательство знаменитой теоремы Вейер-
штрасса. В статье «О сходимости последовательности
полиномов С. Н. Бернштейна за пределами основного
интервала» (1931) Л. В. Канторович установил следу-
ющий неожиданный факт: если функция f регулярна
хотя бы на части отрезка (0, 1), то сходимость Bnf к f
имеет место в некоторой части комплексной области.
Эти исследования Л. В. Канторовича были продолжены
С. Н. Бернштейном в нескольких работах 1936–1943 гг.

В статье «О некоторых разложениях по полиномам
в форме С. Н. Бернштейна» (1930) Л. В. Канторович
заметил, что может оказаться весьма полезной запись
произвольного многочлена Pn степени n в форме

Pn(x) =
n∑

k=0

ϕ(n)
k Ck

nx
k(1− x)n−k,

где

ϕ(n)
k = (n+ 1)

(k+1)/(n+1)∫

k/(n+1)

f(t)dt.
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Леонид Витальевич нашел сингулярный интеграл,
сходящийся к соответствующей функции f ∈ L[0, 1] по-
чти везде. Отсюда следует почленная дифференцируе-
мость почти везде последовательности полиномов Берн-
штейна для абсолютно непрерывной функции f . Ис-
пользуя другой выбор ϕ(n)

k , Л. В. Канторович получил
простое доказательство известной теоремы Бэра о пред-
ставлении полунепрерывной функции в виде предела
монотонной последовательности непрерывных функций.
В более поздней работе «Об общих методах улучшения
сходимости в способах приближенного решения гранич-
ных задач математической физики» (1934) на основе
еще одного выбора ϕ(n)

k Леонид Витальевич создал ана-
литический аппарат для представления произвольной
измеримой функции во всех ее точках аппроксиматив-
ной непрерывности. Этот аппарат до сих пор использу-
ется в теории функций.

К рассматриваемому циклу относится также ста-
тья «Несколько замечаний о приближении к функци-
ям посредством полиномов с целыми коэффициентами»
(1931), в которой решается задача существенности ухуд-
шения наилучшего приближения непрерывной функции
многочленами, если потребовать, чтобы коэффициенты
таких многочленов были целыми. Эти исследования бы-
ли продолжены А. О. Гельфондом в 1955 г.

Приближенные методы анализа

Первые работы Л. В. Канторовича по приближен-
ным методам анализа были опубликованы в 1933 г.

В 1933–1934 гг. им предложено несколько мето-
дов приближенного решения задачи о конформном отоб-
ражении круга на односвязную область, ограниченную
некоторой кривой. Эти методы основаны на погруже-
нии заданной области в однопараметрическое семейство,
включающее область, для которой конформное отобра-
жение известно. Используя затем разложение по мало-
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му параметру, Леонид Витальевич вывел явные форму-
лы для приближенного вычисления искомого конформ-
ного отображения («О конформном отображении мно-
госвязных областей», 1934).

Разработке этого подхода и его обобщению на слу-
чай многосвязных областей посвящены работы, выпол-
ненные в 1933–1938 годах. Предложенный Леонидом
Витальевичем метод малого параметра уже в 1933 г.
был включен В. И. Смирновым в третий том его учеб-
ника «Курс высшей математики». Этот метод широко
используется в механике, а также в работах Г. М. Голу-
зина по экстремальным проблемам теории функций.

В работе «Один прямой метод приближенного ре-
шения задачи о минимуме двойного интеграла» (1933)
был предложен новый вариационный метод приближен-
ного решения двумерных уравнений эллиптического ти-
па, основанный на сведении соответствующей задачи ми-
нимизации интеграла

I(u) =
∫∫

D

[
a

(
du

dx

)2

+ b

(
du

dy

)2

+ cu2 + 2fu
]
dxdy

на множестве функций двух переменных к минимиза-
ции функционала, зависящего от нескольких функций
одного переменного (метод приведения к обыкновенным
дифференциальным уравнениям). Описанный метод во-
шел в руководства по математике (Л. Э. Эльсгольц) и
механике (А. И. Лурье).

Дальнейшему развитию вариационного метода, а
также других приближенных методов решения диффе-
ренциальных интегральных уравнений посвящены ра-
боты 1934–1937 гг. В частности, в статье «Применение
теории интегралов Стилтьеса к расчету балки, лежащей
на упругом основании» (1934) был впервые предложен
известный метод коллокации. Указанные методы до сих
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пор широко используются в приложениях — механике,
технике и физике.

К рассматриваемому циклу примыкают также ис-
следования Л. В. Канторовича по методу Ритца. В них
дается ряд теорем о сходимости, а также методы приве-
дения к обыкновенным дифференциальным уравнени-
ям, основанные на сочетании идей конструктивной тео-
рии функций с аналитической техникой оценок опера-
торов. Этими вопросами в то время, как известно, за-
нимались Н. М. Крылов, Н. Н. Боголюбов, Г. И. Петров,
М. В. Келдыш и другие. Исследования Л. В. Канторо-
вича получили продолжение в работах его учеников.

В теории механических квадратур Л. В. Канторо-
вич, мастерски используя простую идею об аддитивном
выделении особенностей, привел в статье «О прибли-
женном вычислении некоторых типов определенных ин-
тегралов и других применениях метода выделения осо-
бенностей» (1934) ряд остроумных приемов для вычис-
ления интегралов от гладких функций. Это послужило
также источником построения численных методов ре-
шения интегральных уравнений при наличии сингуляр-
ностей, в частности, уравнений теории переноса. В бо-
лее поздней работе «Об особых приемах численного ин-
тегрирования четных и нечетных функций» (1949) вы-
водятся формулы численного интегрирования четных и
нечетных функций, которые при n узлах дают точные
результаты для полиномов до степени 4n − 2. Отсюда
получаются и некоторые кубатурные формулы.

Разработанные Л. В. Канторовичем методы отра-
жены в монографии 1936 г., написанной им совместно
с В. И. Крыловым, «Методы приближенного решения
уравнений в частных производных» (2-е изд. — «При-
ближенные методы высшего анализа», 1941 г.). Это со-
чинение стало первой в мировой научной литературе
книгой по численным методам высшего анализа, неодно-
кратно переиздававшейся в нашей стране и за рубежом.
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Функциональный анализ

Выполненные в 1934 г. работы Л. В. Канторовича и
Г. М. Фихтенгольца по проблеме представления линей-
ных функционалов и операторов явились первыми ис-
следованиями российских математиков по теории нор-
мированных пространств. В то время функциональный
анализ еще только оформлялся в самостоятельное науч-
ное направление, и одной из первостепенных задач было
накопление фактического материала — осмысление об-
щих понятий в конкретных ситуациях. Поскольку осно-
вой всех построений функционального анализа того вре-
мени служили нормированные пространства и линейные
операторы в них, большое значение приобретало анали-
тическое представление линейных функционалов и опе-
раторов в конкретных нормированных пространствах.
К 1934 г. общая форма линейного функционала была
известна для всех классических банаховых пространств,
за исключением пространства L∞ всех ограниченных
измеримых функций. Иначе обстояло дело с аналити-
ческим представлением операторов. Результаты И. Ра-
дона (общие формы ограниченных и компактных опе-
раторов из пространства C непрерывных функций в се-
бя) были единственными значительными результатами
в этом направлении. Полученные Л. В. Канторовичем
и Г. М. Фихтенгольцем теоремы об общем виде линей-
ных функционалов и об аналитическом представлении
ограниченных операторов, действующих из C в L∞, за-
полнили имевшиеся пробелы в списке известных сопря-
женных пространств и послужили отправным пунктом
для дальнейших исследований по теории линейных опе-
раторов. Отметим, что в работе «Некоторые теоремы о
линейных функционалах» (1934) на основе полученных
результатов установлена недополняемость пространства
C в L∞, что представляет интерес с точки зрения совре-
менной геометрической теории банаховых пространств.
В этой же работе дано также решение проблемы Банаха
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о мощности множества линейных функционалов в про-
странстве M ограниченных функций.

К тому же периоду относятся исследования Л. В.
Канторовича, посвященные одной из наиболее актуаль-
ных проблем 1930 годов — созданию математического
аппарата, используемого в физике и квантовой механи-
ке. Леонид Витальевич поставил задачу „распростра-
нения — «обогащения» функционального пространства
Гильберта за счет введения «идеальных» функций, ко-
торые уже не будут функциями в обычном смысле“. Су-
щественную новизну по сравнению с исследованиями
К. Фридрихса здесь составила предложенная Л. В. Кан-
торовичем схема пополнения, основанная на рассмот-
рении целого семейства (а не одного оператора, как у
К. Фридрихса) самосопряженных плотно определенных
операторов, связанных с операторами дифференцирова-
ния. Этот же круг вопросов — обобщенные функции и
решения — был затронут в его работах об обобщенных
интегралах Стилтьеса.

В середине 1930 годов в исследованиях Леонида Ви-
тальевича создавалось новое важное направление функ-
ционального анализа — теория упорядоченных прост-
ранств. Л. В. Канторович ввел и подробно изучил класс
векторных решеток, в которых всякое ограниченное мно-
жество элементов имеет точные границы (такие про-
странства, как уже отмечалось, вошли в литературу под
названиемK-пространства). Большое внимание Леонид
Витальевич уделял регулярным K-пространствам, где
сходимость по упорядочению обладает рядом свойств,
сближающих ее с обычной сходимостью в множестве ве-
щественных чисел. Леонид Витальевич строил теорию
операторов в K-пространствах, выделяя в качестве ос-
новного класс регулярных операторов, т. е. таких линей-
ных операторов, которые представимы в виде разности
двух положительных линейных операторов. Он дока-
зал, что совокупность регулярных операторов, отобра-
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жающих одно K-пространство в другое, также образует
K-пространство («О некоторых классах линейных опе-
раций», 1936).

Этот результат представляет собой далеко идущее
обобщение теоремы Ф. Рисса, относящейся к конкретно-
му пространству функционалов.

Параллельно с разработкой общей теории K-прост-
ранств Л. В. Канторович дал разнообразные приложе-
ния этой теории ко многим вопросам функционально-
го анализа, теории функций и теории функциональных
уравнений. Поскольку многие классические функцио-
нальные пространства, изучавшиеся методами теории
нормированных пространств, оказываются одновремен-
ноK-пространствами, то привлечение к изучению таких
функциональных пространств своих методов позволило
Л. В. Канторовичу провести более детальное исследова-
ние линейных операторов. Леонид Витальевич (частич-
но совместно с Б. З. Вулихом) установил общие аналити-
ческие представления линейных операторов различных
классов во многих конкретных пространствах. Теоре-
мы Канторовича о распространении операторов нашли
в его работах применения к теории интеграла, меры, а
также к решению положительной проблемы моментов.
Из общих соображений Леонидом Витальевичем были
получены аналоги теорем Гамбургера, Стилтьеса и Ха-
усдорфа. Теоремы о сходимости последовательностей
линейных операторов вK-пространствах Л. В. Канторо-
вич применил к теории неопределенного интеграла Ле-
бега и к теории ортогональных рядов.

Для приложений функционального анализа к тео-
рии численных методов оказалась чрезвычайно полез-
ной построенная Л. В. Канторовичем теория простран-
ств, нормированных в обобщенном смысле — с помощью
элементов некоторого K-пространства. Такие обобщен-
но нормированные пространства называют теперь реше-
точно-нормированными илиBK-пространствами. В тео-
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рию BK-пространств включается и теория самих K-
пространств (в этом случае в роли нормирующего про-
странства выступает то же самое K-пространство), и
теория нормированных пространств (нормирующее про-
странство — поле вещественных чисел).

Для BK-пространств Леонид Витальевич получил
ряд теорем о методе последовательных приближений.
Эти теоремы используются при анализе численных ме-
тодов решения конечных и бесконечных систем уравне-
ний, в том числе линейных и нелинейных дифференци-
альных, а также интегральных уравнений. Одновремен-
но этот подход позволил дать абстрактную трактовку
классического метода мажорант: «О функциональных
уравнениях» (1937).

За указанный цикл работ в области теории упоря-
доченных векторных пространств Л. В. Канторовичу
на Первом всесоюзном конкурсе работ молодых ученых
(1938) была присуждена первая премия.

В восьмидесятые годы прошлого века в рамках бу-
левозначного анализа было доказано, что решеточно-
нормированные пространства Канторовича, удовлетво-
ряющие введенной им специальной аксиоме разложи-
мости нормы, служат изображениями обычных банахо-
вых пространств. Поучительно, что аксиома разложи-
мости нормы часто исключалась учениками Канторо-
вича в последующих исследованиях как имеющая непо-
нятную природу. Время подтвердило прозорливость Ле-
онида Витальевича: на современном языке разложи-
мость нормы оказывается эквивалентной переформули-
ровкой ее экстенсиональности.

В 1940 г. Л. В. Канторович приступил к подго-
товке итоговой монографии. Однако работа над этой
монографией была завершена совместно с Б. З. Вули-
хом и А. Г. Пинскером лишь к концу 1940 годов. В
книге «Функциональный анализ в полуупорядоченных
пространствах» (1950) впервые дается систематическое
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изложение теории K-пространств. Она до сих пор яв-
ляется ценным пособием для специалистов в этой обла-
сти. Некоторым дополнением к ней является обзорная
статья «Полуупорядоченные группы и линейные полу-
упорядоченные пространства» (1951).

Прогресс математики и расширение сферы ее при-
ложений подтвердили значимость теории пространств
Канторовича, которая стала одним из основных разде-
лов функционального анализа.

Л. В. Канторович постоянно подчеркивал неразры-
вную связь K-пространств с теорией неравенств и эко-
номической проблематикой. Последующие исследова-
ния многих авторов подтвердили, что идеи линейного
программирования имманентны теории K-пространств
в следующем строго математическом плане: выполне-
ние в абстрактной математической структуре любого
из принятых вариантов формулировок принципа двой-
ственности с неизбежностью приводит к тому, что ис-
ходный объект является K-пространством.

Удивительно прозорливым оказалось многократно
высказанное Л. В. Канторовичем положение о том, что
элементыK-пространства — суть обобщённые числа. Эв-
ристический принцип Канторовича, состоящий в том,
что элементы K-пространства суть своего рода веще-
ственные числа, нашёл блестящее подтверждение в рам-
ках современной математической логики.

Развитие булевозначных моделей теории множеств,
вызванное к жизни в 1960 годы прошлого века в связи
с решением проблемы континуума, продемонстрировало
фундаментальное значение расширенных (универсально
полных)K-пространств, каждое из которых, как неожи-
данно оказалось, служит новой равноправной моделью
вещественной прямой. При этом решеточно-нормиро-
ванные BK-пространства, считавшиеся искусственны-
ми абстракциями, оказались в точности новыми изобра-
жениями обычных банаховых пространств. Тем самым
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K-пространства навсегда вошли в сокровищницу миро-
вой науки.

Статья «Об интегральных опеаторах» (1956) свя-
зана с кругом идей С. Л. Соболева, использованных
им в фундаментальных трудах по теоремам вложения
различных функциональных классов. Отталкиваясь от
своих исследований по аналитическому представлению
операторов, Л. В. Канторович предложил новую схему
получения теорем вложения. Основой этой схемы явля-
ется выделение нового важного класса ядер, обеспечи-
вающего компактность соответствующих интегральных
операторов. Выделенные ядра, именуемые ядрами Кан-
торовича, широко используются в современной теории
операторов.

С помощью идей из работы «О перемещении масс»
(1942), связанных с рассмотрением транспортной зада-
чи, Л. В. Канторович и Г. Ш. Рубинштейн в исследова-
ниях 1958 г. предложили новую нормировку конечных
мер на метрическом компакте. В полученном норми-
рованном пространстве сильная сходимость при усло-
вии равномерной ограниченности полных вариаций ока-
зывается эквивалентной обычной ∗-слабой сходимости
соответствующих мер. Сопряженным к построенному
пространству является пространство функций, удовле-
творяющих условию Липшица. Благодаря этим свой-
ствам указанное функциональное пространство (его на-
зывают пространством Канторовича — Рубинштейна)
широко используется в приложениях, в частности в ма-
тематической экономике и теории вероятностей.

В 1959 г. выходит монография «Функциональный
анализ в нормированных пространствах», написанная
Л. В. Канторовичем совместно с Г. П. Акиловым. Эта
монография оказала существенное влияние на исследо-
вания по применениям функционального анализа и на
его преподавание в ведущих вузах страны и за рубе-
жом. Наряду с оригинальной трактовкой традицион-
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ных разделов функционального анализа в нормирован-
ных пространствах большое внимание в книге уделено
приложениям к вычислительной математике. Указан-
ная монография переведена на многие языки. В 1977 г.
вышло ее второе, существенно переработанное и допол-
ненное издание («Функциональный анализ»), в которое
включены вопросы функционального анализа, связан-
ные с математической экономикой, а также излагаются
основы теории упорядоченных пространств. Это изда-
ние также переведено на несколько языков.

Функциональный анализ
и прикладная математика

Л. В. Канторович впервые применил функциональ-
но-аналитические методы в вычислительной математи-
ке. Этому направлению посвящены его работы 1937–
1957 гг. Центральной здесь является статья «Функцио-
нальный анализ и прикладная математика» (1948), объ-
единяющая целый цикл его работ и удостоенная Госу-
дарственной премии. Само название этой статьи звуча-
ло в 1948 г. непривычно. Лишь теперь, причем в значи-
тельной степени благодаря работам Л. В. Канторовича,
функциональный анализ стал основным аппаратом в ис-
следованиях по вычислительной математике.

Основная мысль статьи заключается в том, «что
идеи и методы функционального анализа могут быть
использованы для построения и анализа эффективных
практических алгоритмов математических задач с та-
ким же успехом, как для теоретического анализа этих
задач». С этих позиций в статье рассматриваются три
вопроса: общая теория приближенных методов реше-
ния функциональных уравнений, метод наискорейшего
спуска и функционально-аналитический вариант мето-
да Ньютона.

Первая попытка объединения различных прибли-
женных методов на основе изучения функциональных
уравнений была предпринята Л. В. Канторовичем еще
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в 1937 г. в работе «О функциональных уравнениях».
Ядром теории, предложенной в статье 1948 г. «К общей
теории приближенных методов анализа», явилась прин-
ципиально новая идея — изучение связи исследуемого
функционального уравнения

Kx = y (x ∈ X, y ∈ Y )

в банаховых пространствах X и Y с «приближенным»
уравнением

K̃x̃ = ỹ (x̃ ∈ X̃, ỹ ∈ Ỹ )

в более простых, как правило, конечномерных простран-
ствах X̃ и Ỹ . Доказываются общие теоремы, в которых
на основании данных о точном решении устанавлива-
ются разрешимость приближенного уравнения и сходи-
мость приближенных решений к точному, а также тео-
ремы, позволяющие на основе анализа приближенного
уравнения устанавливать существование точного реше-
ния и оценивать его близость к полученному прибли-
женному.

Построенная Леонидом Витальевичем общая тео-
рия функциональных уравнений, базирующаяся на ва-
риации исходных функциональных пространств и опе-
раторов, использовалась им для анализа основных при-
ближенных методов решения важнейших классов урав-
нений второго рода (метод редукции для бесконечных
систем линейных уравнений, различные методы реше-
ния интегральных и дифференциальных уравнений).

Получаемые при этом оценки оказывались, как пра-
вило, лучшими, чем ранее известные для соответству-
ющих методов. Относительно некоторых методов тео-
ремы сходимости и оценки скорости сходимости были
установлены впервые, например, для метода коллока-
ции.
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Построенная Л. В. Канторовичем абстрактная тео-
рия приближенных методов сыграла важную роль в тео-
рии разностных методов (B. C. Рябенький, А. Ф. Фи-
липпов), в ряде конкретных прикладных исследований
(B. C. Владимиров, А. И. Каландия и др.).

Общий метод наискорейшего спуска сформулиро-
ван Леонидом Витальевичем в работе «Об одном эф-
фективном методе решения экстремальных задач для
квадратичных функционалов» (1945), результаты кото-
рой были доложены им на семинаре в Математическом
институте им. В. А. Стеклова еще в сентябре 1943 г.
Этот метод в его простейшем варианте предназначен
для решения линейных уравнений с положительно опре-
деленными операторами в гильбертовых пространствах.
Л. В. Канторовичем были установлены сходимость ме-
тода и точные оценки скорости сходимости. Сейчас из-
вестны многие связи метода наискорейшего спуска (в
особенности его многошагового варианта) с другими ме-
тодами решения задач линейной алгебры.

Работы Л. В. Канторовича по методу Ньютона
«О методе Ньютона для функциональных уравнений»
(1948), «О методе Ньютона» (1949) блестяще подтвер-
ждают неоднократно выдвигавшиеся им два тезиса.

Первый из них заключается в том, что разумно про-
веденное обобщение позволяет яснее увидеть существо
дела и получить, как это ни парадоксально, более точ-
ный результат, чем при индивидуальном изучении част-
ной задачи. Второй тезис состоит в том, что наличие
хорошего приближения помогает не только локализиро-
вать предполагаемое решение, но и установить сам факт
его существования.

Разработанный Леонидом Витальевичем функцио-
нально-аналитический аналог метода Ньютона принято
называть методом Ньютона—Канторовича. В работах
«Принцип мажорант и метод Ньютона» (1951), «Неко-
торые дальнейшие применения метода Ньютона для фу-
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нкциональных уравнений» (1957) Л. В. Канторович дал
более глубокую разработку общего метода мажорант,
основанную на теории упорядоченных векторных про-
странств.

Линейное программирование

В 1938 г. к Л. В. Канторовичу обратились сотруд-
ники Центральной лаборатории Ленинградского фанер-
ного треста с просьбой рекомендовать численный метод
для расчета рационального плана загрузки имеющего-
ся оборудования. Речь шла о комплексном выполнении
пяти видов работ на лущильных станках восьми типов.
Вопрос сводился к определению матрицы (hik) и вели-
чины z из условий

hik ≥ 0,
5∑

k=1

hik = 1,
8∑

i=1

hikαik = zpk, z → max,

где hik — суммарная производительность станков i-й
группы при выполнении работ k-го вида, a pk харак-
теризует требуемый ассортимент. Из соответствующих
результатов классического анализа вытекает, что в иско-
мой матрице (hik) лишь двенадцать элементов отличны
от нуля. Однако перебор всех таких комбинаций был
сопряжен с непреодолимыми вычислительными трудно-
стями (требовалось решить C12

40 ≈ 109 систем линейных
уравнений с двенадцатью неизвестными). Поэтому ста-
ло ясно, что эффективные методы решения подобных
задач должны базироваться на принципиально новых
идеях, позволяющих проводить целенаправленный пе-
ребор указанных комбинаций.

Ядром открытия Л. В. является установленная им
объективная связь задачи оптимального планирования с
задачей определения соответствующих стоимостных по-
казателей. На этой основе формулируются признаки оп-
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тимальности, позволяющие предложить различные схе-
мы направленного перебора допустимых планов и си-
стем стоимостных показателей. В частности, для приве-
денной задачи фанерного треста соответствующий при-
знак состоит в следующем. Для оптимальности допу-
стимого плана (h∗

ik) необходимо и достаточно, чтобы на-
шлись разрешающие множители λ∗

k, удовлетворяющие
соотношениям

λ∗
k ≥ 0,

5∑

k=1

λ∗
k > 0, λ∗

kαik = max
s

λ∗
sαis при h∗

ik > 0.

Указанные разрешающие множители λ∗
k объективно оце-

нивают трудоемкость выполнения работ, а величины μ∗
i

= maxs λ∗
sαis можно рассматривать как прокатные оцен-

ки соответствующей группы станков.
Основам теории оптимального производственного

планирования были посвящены доклады Л. В. Канто-
ровича, с которыми он выступал в Ленинградском уни-
верситете и Ленинградском институте инженеров про-
мышленного строительства в мае 1939 г. В том же году
была издана брошюра «Математические методы органи-
зации и планирования промышленного производства»,
представляющая собой дополненную стенограмму этих
докладов. В этой работе на основе разрешающих мно-
жителей исследуются различные классы планово-произ-
водственных задач.

Для характеристики широты охвата материала до-
статочно перечислить наименования разделов: распре-
деление обработки деталей по станкам; организация про-
изводства с обеспечением максимального выполнения
плана при условии заданного ассортимента; наиболее
полное использование механизмов; максимальное испо-
льзование комплексного сырья; наиболее рациональное
использование топлива; рациональный раскрой матери-
алов; наилучшее выполнение плана строительства при
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данных строительных материалах; наилучшее распре-
деление посевных площадей; наилучший план перево-
зок. Математическому изложению и обоснованию пред-
ложенных методов посвящены три приложения. В по-
следнем из них на основе геометрической интерпрета-
ции задач линейного программирования доказывается
существование разрешающих множителей. Выдающий-
ся американский специалист в области линейного про-
граммирования Дж. Данциг отмечал: «Работа Л. В. Кан-
торовича 1939 г. содержит почти все области приложе-
ний, известные в 1960 г.».

Разработке и конкретизации методов линейного и
нелинейного программирования посвящены работы Ле-
онида Витальевича 1940–1981 гг.

Особый интерес представляет статья «Об одном эф-
фективном методе решения некоторых классов экстре-
мальных проблем» (1940), посвященная исследованию
бесконечномерных задач выпуклого программирования.
Для таких задач устанавливается признак оптимально-
сти и формулируются идеи построения численных мето-
дов на основе последовательного улучшения имеющихся
приближений. В ней дается характеристика не только
решений оптимизационных задач, но и всех экстремаль-
ных или эффективных по Парето точек.

Большое внимание Л. В. Канторович уделял иссле-
дованию специальных классов задач линейного програм-
мирования.

В 1940 г. Л. В. Канторович и М. К. Гавурин изучи-
ли транспортную задачу в матричной и сетевой поста-
новках. Предложенный ими метод потенциалов и его
обобщение до сих пор широко используются в экономи-
ческой практике.

Бесконечномерный аналог транспортной задачи, ис-
следованный в работе «О перемещении масс» (1942),
позволил Л. В. Канторовичу в статье «Об одной про-
блеме Монжа» (1948) доказать справедливость извест-
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ной гипотезы Монжа для широкого класса задач пере-
мещения масс. На этой же основе, как уже отмечалось,
построено и пространство Канторовича — Рубинштей-
на, широко используемое теперь в математической эко-
номике и теории вероятностей.

Вопросам рационального раскроя посвящены такие
работы Л. В. Канторовича: «Рациональные методы рас-
кроя металла» (1942); «Подбор поставов, обеспечиваю-
щих максимальный выход пилопродукции в заданном
ассортименте» (1949), а также совместная с В. А. За-
лгаллером монография «Расчет рационального раскроя
промышленных материалов» (1951; 2-е изд. «Рацио-
нальный раскрой промышленных материалов», 1971).

Предложенные в монографии методы решения за-
дач рационального раскроя наряду с алгоритмами ли-
нейного программирования используют оригинальные
идеи вычисления индивидуальных раскроев. Аналогич-
ные идеи были впоследствии развиты Р. Беллманом в
теории динамического программирования.

Вычислительная техника
и программирование

Л. В. Канторович внес значительный вклад в разви-
тие вычислительной техники и программирования. Пре-
дложенные им алгоритмические и структурные реше-
ния легли в основу ряда оригинальных вычислитель-
ных устройств. В середине 1950 годов под руководством
Леонида Витальевича были разработаны релейные кла-
вишные вычислительные машины «Вильнюс» и «Вят-
ка», которые сыграли важную роль в автоматизации вы-
числительных работ на предприятиях и в учреждениях
страны («Релейная клавишная вычислительная машина
для автоматического выполнения арифметических опе-
раций» (1959).

Интересные идеи, связанные с усовершенствовани-
ем различных десятичных вычислительных устройств,
предложены в работах «Устройство для умножения»
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(1973); «Электромеханическое запоминающее устройст-
во» (1974). В те же годы Л. В. Канторович обратился
к вопросам автоматизации программирования, а также
других форм интеллектуальной деятельности человека
(осуществление выкладок с символами, преобразование
программ и т. п.). Предложенные им принципы («Об од-
ной математической символике, удобной при проведе-
нии вычислений на машинах», 1957) получили продол-
жение в работах отечественных и зарубежных авторов.

Уже в начале 1960 годов прошлого века Л. В. Кан-
торович выдвинул идею «усиления» вычислительных
возможностей универсальных ЭВМ путем комплексиро-
вания их со специализированными процессорами (при-
ставками), ориентированными на массовые вычисления,
характерные для того или иного класса задач.

В 1963–1965 гг. в Институте математики Сибирско-
го отделения под руководством Л. В. Канторовича был
разработан специализированный процессор («Вычисли-
тельная система, состоящая из универсальной цифро-
вой вычислительной машины и малой вычислительной
машины», 1965). В этой машине был использован пред-
ложенный Леонидом Витальевичем роторный принцип
реализации массовых арифметических операций. Опе-
рации выполнялись с предельной скоростью, ограничен-
ной только быстродействием оперативной памяти.

Некоторые архитектурные решения, положенные в
основу арифметической машины (прямой доступ к опе-
ративной памяти, конвейерная организация обработки
и др.), впоследствии получили широкое распростране-
ние в отечественных и зарубежных машинах. Исполь-
зование проблемно-ориентированных процессоров стало
одним из перспективных направлений вычислительной
техники.

Заслуживают внимания также общие идеи Л. В.
Канторовича о комплексном развитии машинной мате-
матики (методы, алгоритмы, программирование, струк-
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тура машин): «Комплексный подход к реализации мас-
совых вычислений» (1974).

Оптимальное планирование
и оптимальные цены

Л. В. Канторович заложил фундамент современ-
ной теории оптимального планирования. Развернутому
изложению основных идей этой теории посвящена его
капитальная монография «Экономический расчет наи-
лучшего использования ресурсов» (1959, 1960). Стерж-
нем этой книги является формулировка основной зада-
чи производственного планирования и динамической за-
дачи оптимального планирования. Указанные задачи
достаточно просты, но в то же время учитывают важ-
нейшие черты экономического планирования. Одно из
привлекательных качеств состоит в том, что они бази-
руются на схеме линейного программирования и, сле-
довательно, на развитом аналитическом аппарате и об-
ширном наборе эффективных вычислительных средств,
часть из которых предложил сам Леонид Витальевич.

Динамическую задачу оптимального планирования
Л. В. Канторович формулирует следующим образом.

Заданы наборы вещественных чисел

(askit) s ∈ S, (k, i, t) ∈ N = K×I×T, (bkit)(k, i, t) ∈ N0,

где K, I, T — конечные множества индексов, а N0 —
некоторое собственное подмножество множества N .

Требуется найти набор чисел (xs), s ∈ S, удовлетво-
ряющий двум условиям:

1)
∑

s∈S askitx
s ≥ bkit, (k, i, t) ∈ N0,

2) не существует набора (x̃s), s ∈ S, удовлетворяю-
щего 1) и неравенствам

∑

s∈S

askitx̃
s ≥

∑

s∈S

askitxs, (k, i, t) ∈ N\N0,
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среди которых имеются строгие.
Содержательно набор чисел (askit)(k, i, t) ∈ N при

фиксированном s ∈ S интерпретируется как производ-
ственный способ по переработке одних ингредиентов в
другие, где положительные числа означают выпуск, а от-
рицательные — затраты соответствующих продуктов k
в пунктах или районах i в периоды времени t. Требует-
ся найти такой производственный план, определяемый
объемами (интенсивностями) xs использования различ-
ных способов, при котором выполняются ограничения
по ресурсам (bkit < 0) и обеспечивается выполнение пла-
новых заданий (bkit > 0) и при этом не существует ана-
логичного плана xs, использующего меньшие ресурсы
по всем (k, i, t) ∈ N\N0. Условие 2) обычно конкретизи-
руется в зависимости от принятого критерия оптималь-
ности.

Динамическая задача оптимального планирования
привлекала большое внимание Л. В. Канторовича и в
последующие годы. В частности, ей посвящена ключе-
вая работа «Динамическая модель оптимального плани-
рования» (1964); см. также «Оптимальные модели пер-
спективного планирования» (1965). Здесь указаны важ-
нейшие направления расширения и совершенствования
основной схемы динамической модели и намечены пути
использования ее в практике планирования. В этой ра-
боте Леонид Витальевич показал, как в экономическую
модель вводятся элементы нелинейности, стохастики и
дискретности и какую роль они играют как в более точ-
ном учете экономической реальности, так и при мате-
матическом анализе соответствующих моделей. Рабо-
та 1964 г., по существу, определила направление мно-
гих экономико-математических работ, которые были вы-
полнены в последующие годы. За рубежом, в частно-
сти, большое развитие получило направление, именуе-
мое теорией экономики благосостояния.

Все основные элементы этого направления заложе-
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ны в работах Леонида Витальевича по глобальным опти-
мизационным моделям экономики. Выдающимся дости-
жением Л. В. Канторовича явилась формулировка опти-
мальных цен, осознание того факта, что цены и план со-
ставляют единую неразделимую систему и не могут рас-
сматриваться изолированно. Указанные цены Леонид
Витальевич назвал объективно-обусловленными оценка-
ми, чтобы подчеркнуть, что эти цены отражают сово-
купность условий, при которых составляется оптималь-
ный план (отметим, что окончательное название бы-
ло выбрано, когда велась уже корректура книги «Эко-
номический расчет», Леонид Витальевич заменил этим
названием предыдущее «наиболее целесообразные оцен-
ки», чтобы повысить «критикоустойчивость» термина).

Можно утверждать, что объективно-обусловленные
оценки оптимального решения — ориентир, к которому
должны приближаться реальные цены.

Система объективно-обусловленных оценок вклю-
чает в себя не только оценки обычных продуктов, но
также оценки вкладов ресурсов, в том числе трудовых,
оценки фондов, условий социального характера, оцен-
ки времени как фактора производства. Предложенный
в этих работах подход к оценке природных ресурсов,
«прокатные» оценки оборудования прочно вошли в ар-
сенал экономических показателей.

Своей трактовкой объективно-обусловленных оце-
нок Л. В. Канторович заложил основы оптимизационно-
го экономико-математического анализа широкого круга
фундаментальных экономических проблем, таких, как
проблемы эффективности капитальных вложений, но-
вой техники и других хозяйственных мероприятий, про-
блемы хозяйственного расчета, экономической оценки
природных ресурсов, рационального использования тру-
да. Использование объективно-обусловленных оценок
обеспечило существенное продвижение в проблеме вы-
бора показателей оценки деятельности предприятий и
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других хозяйственных органов.
Следует заметить, что формулировка динамической

модели оптимального планирования создала впечатле-
ние у ряда исследователей, что планирование и управ-
ление экономикой могут быть полностью осуществлены
централизованно с помощью оптимизационной задачи.
Леонид Витальевич был одним из первых, кто осознал
важность декомпозиционных методов и лежащих в их
основе локальных решений, с помощью которых в ко-
нечном счете формируется оптимальный план для всей
экономики в целом. В своих работах он постоянно ука-
зывал на использование принципов декомпозиции как
при решении больших задач линейного программирова-
ния, так и при организации реального процесса состав-
ления плана. В работе «Оптимальные модели перспек-
тивного планирования» (1965) этот вопрос проработан
им особо.

В этой, а также в ряде последующих работ Лео-
нид Витальевич изучал вопрос построения динамиче-
ской модели оптимального планирования на базе суще-
ствующей статистической информации, в частности на
базе информации межотраслевого баланса. Путь, ука-
занный в этих работах, оказался довольно плодотвор-
ным, и оптимизационные модели, базирующиеся на ин-
формации межотраслевого баланса, получили в свое вре-
мя известное распространение.

В то же время внимание Л. В. Канторовича привле-
кали экономические модели, которые могли быть под-
вергнуты достаточно полному математическому анали-
зу в силу их малой размерности. Малоразмерные (од-
нопродуктовые и двупродуктовые) модели довольно ин-
тенсивно исследовались за рубежом. Накоплен обшир-
ный арсенал средств анализа таких моделей. Однако
Л. В. Канторович и в этой области внес свой оригиналь-
ный вклад. В работе «О некоторых функциональных
уравнениях, возникающих при анализе однопродукто-
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вой экономической модели» (1959) он сформулировал
такую однопродуктовую модель, в которой учитывает-
ся срок ввода основных производственных фондов. Их
анализ позволяет исследовать проблему амортизации и
эффективности капитальных вложений и ряд других во-
просов, которые особенно актуальны именно при плани-
ровании. К изучению однопродуктовых моделей Л. В.
Канторович обращался не раз. Им рассматривались
различные способы введения и учета технического про-
гресса. В частности, исследован вопрос о влиянии тем-
пов технического прогресса на норматив эффективно-
сти капитальных вложений. Предложен способ оценки
численной величины норматива исходя из имеющихся
статистических данных. Тем самым впервые был дан
объективный подход к исчислению нормы эффективно-
сти.

Экономические проблемы планирования
Л. В. Канторович внес выдающийся вклад в эко-

номическую науку. При оценке этого вклада следует
иметь в виду, что Леонид Витальевич жил и работал в
стране с централизованным планированием, видел пре-
имущества и недостатки этой системы и стремился усо-
вершенствовать именно ее. Сделанное им не потеряло
значения после изменения экономического уклада стра-
ны, хотя некоторые его достижения воспринимаются те-
перь в новом свете.

Рассмотрим прежде всего его вклад в проблему це-
нообразования — одну из коренных, затрагивающую,
по существу, все сферы функционирования общества.
С ликвидацией громоздкой системы централизованно-
го установления цен научный расчет цен изменил свою
роль, но не потерял значения. Принципиально важно,
что Л. В. Канторович установил связь цен и обществен-
но-необходимых затрат труда. Он дал определение по-
нятия оптимума, оптимального развития, конкретизи-
ровав, в частности, что следует понимать под макси-
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мальным удовлетворением потребностей членов обще-
ства. Из его положения о неразрывности плана и цен
вытекает зависимость общественно-необходимых затрат
труда от поставленных целей общества.

Таким образом, цели общества, оптимальный план
и цены составляют одно неразрывное целое. Им были
указаны конкретные условия, при которых объективно-
обусловленные оценки оптимального плана совпадают с
полными (прямыми и сопряженными) затратами тру-
да. Определение перспектив экономики, наличие ги-
гантских «естественных монополий» заставляет сохра-
нить для них расчет по крайней мере опорных цен, со-
гласованных и взаимно, и с интересами других отраслей
экономики.

В работах Л. В. Канторовича исследовался ряд ос-
новных проблем экономической теории и практики хо-
зяйствования. При этом характерно, что наряду с науч-
ным, теоретическим анализом проблемы, основывающи-
мся на единой концепции оптимального плана и опти-
мальных (объективно-обусловленных) оценок, Леонид
Витальевич учитывал специфику проблемы, накоплен-
ный опыт, делал конкретные выводы и формулировал
практические предложения. Эти положения и подход
нашли продолжение в работах многих ученых экономи-
ко-математического направления как в нашей стране,
так и за рубежом. В определенной, хотя, к сожалению,
и небольшой мере они уже используются и в экономи-
ческой практике.

Указывая на недостатки действовавшей экономиче-
ской системы, Л. В. Канторович подчеркивал, что си-
стема экономических показателей должна быть единой,
построена по единому принципу. В связи с этим значи-
тельную часть своих работ в этой области Леонид Вита-
льевич посвятил разработке и анализу конкретных эко-
номических показателей.

Положение о необходимости оценки природных ре-

85



сурсов и принципы такой оценки использованы в рабо-
тах самого Л. В. Канторовича и его учеников. Особое
внимание было уделено оценке земельных ресурсов и
воды, учету этих показателей в (заготовительных) це-
нах на сельскохозяйственную продукцию. Предложены
оригинальные подходы к их расчету (сочетание мето-
да наименьших квадратов и линейного программирова-
ния). На этой основе были даны рекомендации по улуч-
шению системы экономических показателей и расчетов
в сельском хозяйстве. Значение предложенных им прин-
ципов расчета в складывающейся экономической систе-
ме только возрастает. Здесь достаточно указать на зна-
чение рентных платежей, например, при использовании
невосполнимых ресурсов.

В работах Л. В. Канторовича вскрывается сущность
понятия показателя эффективности капиталовложений,
показывается его роль в экономических расчетах приня-
тия решений, предлагается методика определения вели-
чины этого нормативного показателя. Таким образом,
Л. В. Канторович дал убедительное научное обоснова-
ние необходимости применения норматива эффективно-
сти и на основе оптимизационного подхода дал объек-
тивный путь его расчета.

В работе «Амортизационные платежи при оптима-
льном использовании оборудования» (1965) Л. В. Канто-
ровичем была вскрыта сущность понятия амортизации.
Он показал, как можно повысить эффективность ис-
пользования оборудования, разделив амортизационные
платежи на два типа, и с помощью остроумной мате-
матической модели указал, как определить численную
величину коэффициента амортизационных отчислений.
Это изменение позволило сделать ряд принципиальных
выводов о необходимости корректировки принятой ме-
тодики расчета амортизации.

Специальный интерес проявлял Леонид Виталье-
вич к проблемам транспорта. Еще в его первых эконо-
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мических работах были даны общий анализ транспорт-
ной задачи и метод потенциалов для ее решения. Этот
метод широко использовался на транспорте (железнодо-
рожном, автомобильном, морском, воздушном) и в ор-
ганах централизованного снабжения для рационального
прикрепления и рациональной организации перевозок.
Он безусловно сохраняет свое значение и сейчас наря-
ду с широко используемыми методами диспетчерского
управления и расчетами маршрутов.

В работах «Об использовании математических мо-
делей в ценообразовании на новую технику» (1968) и
«Математико-экономический анализ плановых решений
и экономические условия их реализации» (1971) Л. В.
Канторович исследовал проблему эффективной работы
транспорта с экономической точки зрения, показал, ка-
ковы должны быть транспортные тарифы в зависимо-
сти от вида транспорта, груза, расстояний и т. д. В
ряде работ им рассматривались и вопросы комплекс-
ной транспортной системы — взаимосвязь транспорта с
другими отраслями народного хозяйства и распределе-
ние перевозок между видами транспорта с учетом эко-
номичности и в особенности энергозатрат. Эти работы
сохраняют свое значение и сейчас.

Помимо проблем народно-хозяйственного планиро-
вания, Л. В. Канторович рассмотрел вопросы, относя-
щиеся к отраслевому планированию. Наиболее простой
и часто используемой является предложенная им мо-
дель, базирующаяся на транспортной задаче. На ряд
более сложных моделей, в частности производственно-
транспортной, динамической, декомпозиционной им ука-
зано в работах, посвященных текущему и перспективно-
му отраслевому планированию («Возможность примене-
ния математических методов в вопросах производствен-
ного планирования», 1958) и др. Эти вопросы нашли
отражение в исследованиях по отраслевым АСУ.

Большое внимание Леонид Витальевич уделял во-
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просам рационального использования труда. В част-
ности, по-видимому впервые, для более рационально-
го распределения трудовых ресурсов им было предло-
жено введение платежей предприятий за использование
труда дифференцированных по профессиям, половоз-
растным признакам и территории. Он указывал так-
же на возможности научного, количественного подхода
к социальным проблемам, вопросам совершенствования
сферы услуг и др. Вопросы экономического стимулиро-
вания рационального использования трудовых ресурсов
остаются актуальными и сейчас.

В течение ряда лет и особенно в последние годы
Л. В. Канторовича интересовали проблемы эффектив-
ности технического прогресса,среди них в частности во-
просы внедрения в производство новой техники.

Особый интерес представляет обоснование предло-
жения об установлении двух уровней цен на принци-
пиально новую продукцию в первые годы ее выпуска.
Важное значение имел также вывод о необходимости
более высоко оценивать вклад в национальный доход
технического прогресса и науки, чем это получалось по
принятым тогда методам расчета («Ценообразование и
технический прогресс», 1979).

Л. В. Канторович уделял большое внимание внедре-
нию разработанных им методов в экономическую прак-
тику. В первую очередь в этой связи следует отме-
тить цикл работ, посвященных методам рационального
раскроя материалов, начатый Леонидом Витальевичем
еще в 1939–1942 гг. В 1948–1950 гг. эти методы были
внедрены на Ленинградском вагоностроительном заводе
имени Егорова, на Кировском заводе и распространены
впоследствии на некоторых других предприятиях. Бо-
лее широкому распространению методов рационального
раскроя способствовал ряд проведенных по инициативе
Л. В. Канторовича совещаний.

С 1964 г. по предложению Леонида Витальевича
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проводилась большая работа по внедрению системных
методов расчета оптимальной загрузки прокатных ста-
нов в масштабах всей страны.

Являясь членом Государственного комитета по на-
уке и технике, Л. В. Канторович вел большую орга-
низационную работу, направленную на совершенствова-
ние методов планирования и управления народным хо-
зяйством. Он возглавлял Научный совет ГКНТ по ис-
пользованию оптимизационных расчетов, состоял чле-
ном многих ведомственных советов и комиссий (по цено-
образованию, транспорту и др.). Вклад Леонида Вита-
льевича в исследование проблемы эффективности про-
изводства и, в частности, проблемы эффективности ка-
питальных вложений исключительно велик.

С. С. Кутателадзе, В. Л. Макаров
И. В. Романовский, Г. Ш. Рубинштейн

89



Основная литература
о жизни и трудах
Л. В. Канторовича

Аганбегян А. Г. Роль Л. В. Канторовича в развитии эко-
номической науки // Сиб. мат. журн. — 1982. — Т. 23,
№ 6. — С. 188–190.

Академик Л. В. Канторович и профессор Т. Купманс —
лауреаты Нобелевской премии 1975 г. по экономике //
Экономика и мат. методы. — 1976. — Т. 12, вып. 2. —
С. 408–410.

Академик Леонид Витальевич Канторович (к семидеся-
тилетию со дня рождения) // Сиб. мат. журн. — 1981.
— Т. 22, № 6. — С. 3–6.

Академик Леонид Витальевич Канторович (к 75-летию
со дня рождения) // Оптимизация: Сб. тр. [Ин-та мате-
матики СО АН СССР]. — Новосибирск, 1987. — Вып. 40.
— С. 5–7.

Академику Леониду Витальевичу Канторовичу—70 лет
// Экономика и мат. методы. — 1982. — № 2. —
С. 382–383.

Акилов Г. П. Он стрелял по невидимым целям // Эко-
номика и орг. пром. пр-ва (ЭКО). — 1987. — № 1. —
С. 93–97. — Посвящается памяти Л. В. Канторовича.

Бухвалов А. В. Канторович как теоретик менеджмента.
К 90-летию со дня рождения Нобелевского лауреата по
экономике Леонида Витальевича Канторовича // Рос-
сийский журнал менеджмента. — 2003. — Т. 1, № 2. —
С. 141–150.

90



Вершик А. М. Метрика Канторовича: начальная исто-
рия и малоизвестные применения // Теория представле-
ний, динамические системы. XI, Специальный выпуск.
Зап. научн. сем. ПОМИ. — 2004. — Т. 312. — С. 69–85.

Владимиров Д. А., Гавурин М. К., Мысовских И. П.
Леонид Витальевич Канторович (к 70-летию со дня рож-
дения) // Вестн. ЛГУ. — 1982. — № 1. Математика.
Механика. Астрономия. Вып. 1. — С. 130–131.

Залгаллер В. А. Воспоминания о Л. В. Канторовиче и
об эмоциях, связанных с его экономическими работами
// Очерки истории информатики в России. — Новоси-
бирск, 1998. — С. 449–456.

Канторович В. Л. Несколько фактов, связанных с пуб-
ликуемыми работами Л. В. Канторовича // Теория пред-
ставлений, динамические системы. XI, Специальный
выпуск. Зап. научн. сем. ПОМИ. — 2004. — Т. 312.
— С. 17–23.

[К присуждению Л. В. Канторовичу Ленинской премии
1965 г. за работы в области математической экономии]
// Один раз в жизни: О лауреатах Ленинской премии
1965 года. — [М., 1966]. — С. 59–60.

К шестидесятилетию академика Л. В. Канторовича //
Сиб. мат. журн. — 1972. — Т. 13, № 1. — С. 3–5.

Канторович В. Л., Кутателадзе С. С., Фет Я. И. (Ред.)
Леонид Витальевич Канторович — человек и учёный.
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C. R. Séanc. Soc. Sci. Lettres, Varsovie. — 1932. — Т. 25.
— P. 1–7. — With Livénson E.

Un exemple d’une fonction semicontinue universelle pour
les fonctions continues // Fund. Math. — 1932. — Т. 18.
— P. 178–181.

99



Memoir on the analytical operations and projective sets. I
// Fund. Math. — 1932. — Т. 18. — P. 214–279. — With
Livénson E.

1933
Вариационное исчисление. — Л.: Кубуч, 1933. — 204 с.
— Соавт.: Смирнов В. И., Крылов В. И.

О некоторых методах построения функции, совершаю-
щей конформное отображение // Изв. АН СССР. Отд-
ние мат. и естеств. наук. — 1933. — № 2. — С. 229–235.

Один прямой метод приближенного решения задачи о
минимуме двойного интеграла // Изв. АН СССР. Отд-
ние мат. и естеств. наук. — 1933. — № 5. — С. 647–652.

О конформном отображении // Мат. сб. — 1933. —
Т. 40, вып. 3. — С. 294–325.

Memoir on the analytical operations and projective sets. II
// Fund. Math. — 1933. — Т. 20. — P. 54–97. — With
Livénson E.

1934
О конформном отображении многосвязных областей //
Докл. АН СССР. — 1934. — Т. 2, № 8. — С. 441–445.

Об одном методе приближенного решения дифференци-
альных уравнений в частных производных // Докл. АН
СССР. — 1934. — Т. 2, № 9. — С. 532–536.

Некоторые теоремы о линейных функционалах // Докл.
АН СССР. — 1934. — Т. 3, № 5. — С. 307–312. — Соавт.:
Фихтенгольц Г. М.

Об одном обобщении интеграла Стилтьеса // Докл. АН
СССР. — 1934. — Т. 4, № 8–9. — С. 417–421.

100



Применение теории интегралов Стилтьеса к расчету бал-
ки, лежащей на упругом основании // Тр. Ленингр.
ин-та инженеров пром. стр-ва. — 1934. — Вып. 1. —
С. 17–34.

Об общих методах улучшения сходимости в способах
приближенного решения граничных задач математиче-
ской физики // Тр. Ленингр. ин-та инженеров пром.
стр-ва. — 1934. — Вып. 2 — С. 65–72.

Некоторые исправления к моей статье «О конформном
отображении» // Мат. сб. — 1934. — Т. 41, вып. 1. —
С. 179–182.

О приближенном вычислении некоторых типов опреде-
ленных интегралов и других применениях метода выде-
ления особенностей // Мат. сб. — 1934. — Т. 41, вып. 2.
— С. 235–245.

La représentation explicite d’une fonction mesurablé arbi-
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C. R. Hebd. Séanc. Acad. Sci. Paris. — 1936. — Т. 202,
No. 10. — P. 813–816.
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Paris. — 1938. — Т. 207, No. 26. — P. 1376–1378. — With
Pinsker A. G.
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demie, 1964. — XV, 622 s. — With Akilov G. P.
Tables for the Numerical Solution of Boundary Value Prob-
lems of the Theory of Harmonic Functions. — New York;
Ungar: Frederick Under Publ. Cо., 1964. — 462 p. — With
Krylov V. I. and Chernin K. Ye.
Динамическая модель оптимального планирования //
Планирование и экономико-математические методы: К
семидесятилетию со дня рождения академика B. C. Нем-
чинова. — М., 1964. — С. 323–345.

123



То же на англ. яз.: A dynamic model of optimum planning
// Problems of Economic Transition. — 1976. — Vol. 19,
No. 4. — P. 24–50.
Перспективы применения методов оптимального прог-
раммирования в сельскохозяйственном производстве //
Применение математических методов в экономических
исследованиях по сельскому хозяйству. — М.: Эконо-
мика, 1964. — С. 12–20.
Победы «электронных экономистов» // Звездолеты и
сфинксы. — М., 1964. — С. 12–14.
Further development of mathematical methods and the pro-
spects of their application in economic planning // The Use
of Mathematics in Economics. — Edinburgh: Oliver and
Boyd Limited, 1964. — P. 281–321.
[Выступление на общем собрании АН СССР, 3–5 февр.
1964 г.] //Вестн. АН СССР.—1964.—№ 4.—С. 75–77.
[Выступление на конференции «Круглого стола» в Аге-
нтстве печати «Новости», посвященной применению ма-
тематических методов в экономике: Излож., перераб. и
доп.] // Вопр. экономики. — 1964. — № 9. — С. 77–83.
[Выступление на заседании «Кибернетика, планирова-
ние и социальная система» в редакции журнала «Во-
просы экономики»: Крат. излож.] // План. хоз-во. —
1964. — № 5. — С. 91.
Коли наука досягае доскональностi! // Наука i життя.
— 1964. — № 6. — С. 34–36. — Соавт.: Горстко А.
Ein dynamisches Modell der optimalen Planung // Sowjetw-
issenschaft. Gesellw. Beitr. — 1964. — H. 7. — S. 707–723.

1965
Математические проблемы расчета и анализа оптималь-
ных динамических моделей: Препр. — Новосибирск:
Ин-т математики СО АН СССР, 1965. — 15 с.

124



The Best Use of Economic Resources. — Oxford etc.: Perg-
amon Press, 1965. — VII–XVI, 349 p.

Сякай сюги кэйдзай то сигэн хайбун. — Токио: Собунся,
1965. — 390 p.

Оптимальные модели перспективного планирования //
Применение математики в экономических исследовани-
ях.—М., 1965.—Т. 3.—С. 7–87.—Соавт.: МакаровВ.Л.

[Ответы на вопросы издательства «Экономика»] // Эко-
номическая наука и хозяйственная практика: Экон.
ежегодник. — М., 1965. — С. 150–151.

[Выступления на совещании в Агентстве печати «Ново-
сти», март 1964 г.]//Экономисты и математики за «Круг-
лым столом». — М., 1965. — С. 79–86, 161–163.

Математические проблемы оптимального планирования
// Colloquium on Applications of Mathematics to Eco-
nomics, Budapest, 1963.—Budapest, 1965.—P. 171–179.

Амортизационные платежи при оптимальном использо-
вании оборудования // Докл. АН СССР. — 1965. —
Т. 162, № 5. — С. 1015–1018. — Соавт.: Романовский И. В.

Памяти B. C. Немчинова // Вестн. АН СССР. — 1965.
— № 1. — С. 122–123. — Совм. с др.

На основе математических методов // Экономика стр-
ва. — 1965. — № 3. — С. 12–16.

Mathematics and economics // Problems of Economic Tran-
sition. — 1965. — Vol. 8, No. 5. — P. 12–15.

Un modello dinamico di pianificazione ottimale // Statis-
tica. — 1965. — Ann. 25, No. 3. — P. 337–358.

Математика и экономика // Правда. — 1965. — 24 авг.

Принцип оптимальности [в плановом ценообразовании]
// Экон. газ. — 1965. — № 45. — С. 9.

125



Ред.: Булавский В. А., Рубинштейн Г. Ш. Несколько
лекций по линейному программированию / Отв. ред. —
Новосибирск: Изд-во СО АН СССР, 1965. — 68 с.

А. с. 172567. Вычислительная система, состоящая из
универсальной цифровой вычислительной машины и
малой вычислительной машины. — Заявл. 2.11.63,
№ 867237/26–24; Опубл. 29.06.65. — Соавт.: Фет Я. И.

1966
Calculul Economic al Folosiru Optima a Resurselor. — Bu-
cures̨ti: Ed. S̨tiint̨ifică, 1966. — 407 р.
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прогресса. — М., 1978. — С. 5–25. — (ВНИИСИ. Сб.
тр.; Вып. 9). — Соавт.: Жиянов В. И., Хованский А. Г.
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Укрупненный расчет вклада науки и техники в нацио-
нальный доход СССР// Моделирование и анализ эффек-
тивности научно-технического прогресса. — М., 1978. —
С. 56–64. — Соавт.: Кругликов А. Г.
О совершенствовании методики оценки народно-хозяй-
ственной эффективности новой техники // Моделирова-
ние и анализ эффективности научно-технического про-
гресса. —М., 1978.—С. 87–92.—Соавт.: Кругликов А. Г.
[Выступление на заседании Научного совета по пробле-
ме экономической эффективности основных фондов, ка-
питальных вложений и новой техники АН СССР (май
1977 г.) // Методы и практика определения эффектив-
ности капитальных вложений и новой техники: Сб. на-
уч. информ. — М., 1978. — Вып. 29. — С. 39–42.
[Выступление по докладу К. Мотидзуки «Цена стоимо-
сти и система разрешающих множителей Л. В. Канторо-
вича» // Материалы 11 Советско-японского симпозиума
ученых-экономистов, Москва, 28 нояб. — 1 дек. 1977 г.:
(Сокр. стеногр.). — М., 1978. — Ч. 2. — С. 288–290.
Об использовании оптимизационных расчетов в отрас-
лях народного хозяйства // Системный анализ и управ-
ление научно-техническим прогрессом: (Тез. к теорет.
конф.) — М., 1978. — С. 23–31. — Соавт.: Зорин Ю. М.,
Шепелев Г. И.
Экономическая эффективность совершенствования пла-
нирования и управления свеклосахарного производства
с использованием экономико-математических методов и
ЭВМ // Эффективность использования вычислитель-
ной техники и автоматизированных систем управления
в народом хозяйстве республики: (Тез. докл. респ. со-
вещ. 5 сент. 1978 г.). — Фрунзе, 1978. — С. 8–11. —
Совм. с др.
Транспорт и народное хозяйство // Изв. АН СССР. Сер.
экон. — 1978. —№ 6.—С. 57–71.—Соавт.: Паенсон Н. В.
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[Выступление на сессии Междуведомственного научно-
го совета по проблемам ценообразования Госкомцен Со-
вета Министров СССР и АН СССР, Москва, 21–22 сент.
1977 г.: Крат. излож.] // Экономика и мат. методы. —
1978. — Т. 14, вып. 1. — С. 192–193.

Об использовании оптимизационных расчетов в АСУ от-
раслями народного хозяйства // Экономика и мат. ме-
тоды. — 1978. — Т. 14, вып. 5. — С. 821–834. — Соавт.:
Чешенко Н. И., Зорин Ю. М., Шепелев Г. И.

[Выступление на Всесоюзной научной конференции
«Хозяйственный механизм 10 пятилетки» по проблеме
рационального использования ресурсов и управления
экономикой, Москва, 16–17 марта 1978 г.: Крат. излож.]
// Экономика и мат. методы. — 1978. — Т. 14, вып. 5.
— С. 1007.

[Выступление на Всесоюзной научной конференции
«Хозяйственный механизм 10 пятилетки» по проблеме
рационального использования ресурсов и управления
экономикой, Москва, 16–17 марта 1978 г.: Крат. излож.]
// Вопр. экономики. — 1978. — № 8. — С. 150.

[Выступление на Юбилейной сессии Междуведомствен-
ного научного совета по проблемам ценообразования
Госкомцен Совета Министров СССР и АН СССР, по-
священной 60-летию Великой Октябрьской социалисти-
ческой революции: Крат. излож.] // План. хоз-во. —
1978. — № 2. — С. 155–156.

[Выступление на сессии, посвященной проблемам даль-
нейшего совершенствования методологии и методов це-
нообразования на новую продукцию производственно-
технического назначения: Крат. излож.] // План. хоз-
во. — 1978. — № 12. — С. 144.

Принцип дифференциальной оптимизации в примене-
нии к однопродуктовой динамической модели экономи-
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ки // Сиб. мат. журн. — 1978. — Т. 19, № 5. — С. 1053–
1064. — Соавт.: Жиянов В. И., Хованский А. Г.

То же на англ. яз.: Principle of differential optimization
applied to a single-product dynamical model of an economic
structure // Siberian Math. J. — 1978. — Vol. 19, No. 5. —
С. 744–751. — With Zhiyanov V. I. and Khovanskii A. G.

Григорий Яковлевич Лозановский (некролог) // Успехи
мат. наук. — 1978. — Т. 33, вып. 1. — С. 199–202. — Со-
авт.: Бухвалов А. В., Векслер А. И., Владимиров Д. А.,
Вулих Б. З., Лозинский С. М., Семенов Е. М.

То же на англ. яз.: Grigorĭı Yakovlevich Lozanovskĭı (obit-
uary) // Russian Math. Surveys. — 1978. — Vol. 33, No. 1.
— P. 183–188. — With Bukhvalov A. V., Veksler A. I.,
Vladimirov D. A., Vulikh B. Z., Lozinskĭı S. M., and Se-
menov E. M.

Соломон Григорьевич Михлин (к семидесятилетию со
дня рождения) // Успехи мат. наук. — 1978. — Т. 33,
вып. 2. — С. 213–216. — Соавт.: Кошелев А. И., Олей-
ник О. А., Соболев С. Л.

То же на англ. яз.: Solomon Grigor′evich Mikhlin (on his
seventieth birthday) // Russian Math. Surveys. — 1978.
— Vol. 33, No. 2. — P. 209–213. — With Koshelev A. I.,
Olĕınik O. A., and Sobolev S. L.

Las matemáticas en la econom’ia: logros, dificultades, per-
spectivas // Los Premios Nobel de Econom’ia, 1969–1977.
— Mexico, 1978. — P. 264–275. — (El Trimestre Eco-
nomico. Lecturas; 25).

The development of mathematical economics at the Siberi-
an Branch of the USSR Academy of Sciences // Problems
of Economic Transition. — 1978. — Vol. 20, No. 10. —
P. 75–96. — With Makarov V. L.
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Ökonomisch-mathematische Methoden: Zum Stand der
Anwedung in der UdSSR und in der DDR [Intervieu] //
RD. — 1978. — Bd 1. — S. 4–5.
Президенту США господину Дж. Картеру: [Обращение
по поводу создания в США нейтрон. бомбы] // Правда.
— 1978. — 14 марта; Труд. — 1978. — 14 марта. —
Совм. с др.
Системный подход //Водный трансп.— 1978.— 29 июня.
Насущные проблемы транспорта // Сов. Россия. —
1978. — 24 окт. — (Ученые анализируют и предлага-
ют). — Соавт.: Заглядимов М.
Ред.: Моделирование и анализ эффективности научно-
технического прогресса / Отв. ред. — М.: ВНИИСИ,
1978. — 126 с. — (ВНИИСИ. Сб. тр.; Вып. 9).

1979
Ценообразование и технический прогресс // 60 лет пла-
нового ценообразования в СССР.—М., 1979.—С. 32–43.
[Выступление на заседании Научного совета по пробле-
ме экономической эффективности основных фондов, ка-
питальных вложений и новой техники АН СССР (май
1977 г.)] // Методы и практика определения эффек-
тивности капитальных вложений и новой техники: Сб.
науч. информ. — М., 1979. — Вып. 30. — С. 88–91.
Борис Захарович Вулих (некролог) // Успехи мат. на-
ук. — 1979. — Т. 34, вып. 4. — С. 133–137. — Соавт.:
Векслер А. И., Владимиров Д. А., Гавурин М. К., Ло-
зинский С. М., Пинскер А. Г., Фаддеев Д. К.
То же на англ. яз.: Boris Zakharovich Vulikh (obituary) //
RussianMath. Surveys.—1979.—Vol. 34, No. 4.—P. 145–150.
— With Veksler A. I., Vladimirov D. A., Gavurin M. K.,
Lozinskĭı S. M., Pinsker A. G., and Faddeev D. K.
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Сергей Львович Соболев (к семидесятилетию со дня
рождения) // Успехи мат. наук. — 1979. — Т. 34,
вып. 1. — С. 3–15. — Соавт.: Александров П. С., Алек-
сандрян Р. А., Бабич В. М., Бахвалов Н. С., Бесов О. В.,
Лебедев В. И., Масленникова В. Н., Олейник О. А.,
Успенский С. В.

То же на англ. яз.: Sergei L′vovich Sobolev (on his sev-
entieth birthday) // Russian Math. Surveys. — 1979. —
Vol. 34, No. 1. — P. 3–17. — With Aleksandrov P. S., Alek-
sandryan R. A., Babich V. M., Bakhvalov N. S., Besov O. V.,
Lebedev V. I., Maslennikova V. N., Oleinik O. A., and Us-
penskĭı S. V.

Глобальная оценка вклада науки и техники в экономику
// Достижения и перспективы. — 1979. — Вып. 4. —
С. 30–38. — Соавт.: Кругликов А. Г.

Математика в современной школе // Математика в шк.
— 1979. — № 4. — С. 6–11. — Соавт.: Соболев С. Л.

Проблема человека // Искусство кино. — 1979. — № 10.
— С. 23–29.

Предисловие // Пирогов Г. Г., Федоровский Ю. П. Про-
блемы структурного оценивания в эконометрии. — М.,
1979. — С. 3–5.

Благодатная почва: [Ответы на анкету «Лит. газ.» «Ми-
ровой уровень советской науки»] // Лит. газ. — 1979.
— 18 апр. — С. 13.

Приглашение к точности // Комс. правда. — 1979. —
26 дек. — (Прогнозы: вчера, сегодня, завтра).

Пат. 2150853. ФРГ: Divisions–Vorrichtung für ein serielles
Vier–Spezies–Rechenwerk. Заявл. 12.10.71. — 26.4.73. —
5.4.79; Опубл. 5.04.79. — With Tolstjev V. P. and Fet Y. I.
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1980
Analisi Funzionale. — M.: Mir, 1980. — 764 p. — (Nuova
Biblioteca di Cultura. Ser. Scient.). — With Akilov G. P.
Транспорт в системе народного хозяйства: (Планово-
экономические проблемы) // Развитие транспортного
комплекса: Сборник. — М., 1980. — С. 5–49. — Со-
авт.: Паенсон Н. Е.
Математические методы в управлении экономикой //
Наука стран социализма. 70-е гг. — М., 1980. — С. 309–
319. — Соавт.: Романовский И. В.
Принципы формирования закупочных цен на сельско-
хозяйственную продукцию и возможные пути их исчис-
ления // Основные направления совершенствования це-
нообразования на продукцию аграрно-промышленного
комплекса в свете решений июльского (1978 г.) Пле-
нума ЦК КПСС. — М., 1980. — С. 61–78. — Соавт.:
Вирченко М. И.
Оптимизационные методы в текущем планировании //
Использование методов оптимизации в текущем плани-
ровании и оперативном управлении производством: Ма-
териалы Bсeсоюз. конф., Москва, 17–19 окт. 1979 г. —
М., 1980. — С. 12–21.
Некоторые вопросы системного анализа взаимосвязей
транспортного и топливно-энергетического комплексов
// Системное моделирование социально-экономических
процессов: Материалы Всесоюз. семинара [22–28 мая
1978 г.]. — Воронеж, 1980. — С. 15–27. — Соавт.: Паен-
сон Н. В.
A few words on application of optimization methods to eco-
nomic problems // Extremal Methods and System Analy-
sis: An International Symposium on the Occasion of Prof.
A. Charnes Sixtieth Birthday, Austin (Texas), Sept. 13–
15, 1977. — Berlin etc., 1980. — P. 85–95. — (Lecture
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Notes in Economics and Math. Systems; 174). — With
Romanovsky J. V.
Mathematical-economic modelling of scientific and techni-
cal progress // Optimization Techniques: Proc. 9th IFIP
Conf., Warsaw, Sept. 4–8, 1979.—Berlin etc., 1980.—Pt. 1.
— P. 30–36.—(Lect. Notes in Control and Inform. Sci.; 22).
Проблемы совершенствования управления транспорт-
ной системой страны // Хоз-во и право. — 1980. —
№ 6. — С. 3–10. — Соавт.: Заглядимов М.
[Выступление в дискуссии по проблеме народно-хозяй-
ственного критерия оптимальности в СССР, Москва,
12–13 апр. 1979 г.: Крат. излож.] — Politická Ekonomie.
— 1980. — Roč. 28, No. 10. — S. 1055–1056.
Рец.: Методические основы отраслевой оптимизации:
[Аганбегян А. Г., Албегов М. М., Казакевич Д. М. и др.
Основные методические положения оптимизации разви-
тия и размещения производства. М., 1978. 271 с. //
План. хоз-во. — 1980. — № 5. — С. 126–128.
Необходим высокий уровень экономического анализа //
За науку в Сибири. — 1980. — 12 июня. — С. 4–5.
Экономический механизм управления транспортом:
[Беседа] // Гудок. — 1980. — 23 дек.
Ред.: Использование методов оптимизации в текущем
планировании и оперативном управлении производст-
вом: Материалы Всесоюз. конф., Москва, 17–19 окт.
1979 г. / Отв. ред. — М.: ВНИИСИ, 1980. — 264 с.
Ред.: Развитие транспортного комплекса: Сборник /
Отв. ред. — М.: Наука, 1980. — 192 с.

1981
Analyse Fonctionnelle. T. 1. Operateurs et Fonctionnelles
Linéaires. — M.: Mir, 1981. — 490 p. — With Akilov G. P.
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Analyse Fonctionnelle. T. 2. Equations Fonctionnelles. —
M.: Mir, 1981. — 343 p. — With Akilov G. P.
Роль ценового механизма в повышении эффективности
народного хозяйства // Материалы Всесоюзного сове-
щания по вопросам ценообразования. — М., 1981. —
С. 31–35.
Экономика и современные средства управления в реше-
нии задачи совершенствования советской торговли //
Методологические проблемы совершенствования управ-
ления торговлей в свете решений XXVI съезда КПСС:
Тез. сообщ. науч. разраб. и материалы к Всесоюз.
симпоз. специалистов. — М., 1981. — Ч. 1. — С. 18–19.
Zur Nutzung von Optimierungsrechnungen in automatisier-
ten Leitungssystemen durch die Volkswirtschaftszweige der
UdSSR // Planungs und Prognosemodelle: Erfahrungen
Probleme Entwicklungstendenzen.—Berlin, 1981.—S. 11–26.
— With Cheshenko N. I., Zorin Yu. M., and Shepelev G. I.
Марк Александрович Красносельский (к шестидесяти-
летию со дня рождения) // Успехи мат. наук. — 1981. —
Т. 36, вып. 2. — С. 215–220. — Соавт.: Боголюбов Н. Н.,
Ишлинский А.Ю., Садовский Б. Н., Соболев С. Л., Тра-
пезников В. А., Бобылев Н. А.
То же на англ. яз.: Mark Aleksandrovich Krasnosel′skĭı
(on his sixtieth birthday) // Russian Math. Surveys. —
1981. — Vol. 36, No. 2. — P. 205–212. — With Bogolyu-
bov N. N., Ishlinskĭı A. Yu., Sadovskĭı B. N., Sobolev S. L.,
Trapeznikov V. A., and Bobylev N. A.
Математические модели в проблемах ценообразования
// Успехи мат. наук. — 1981. — Т. 36, вып. 4. — С. 204–
205. — Соавт.: Макаров В. Л.
[Выступление на учебно-методической конференции
«Развитие экономико-математических методов и их ис-
пользование в подготовке специалистов по экономиче-
ской кибернетике», Таллинн, 8–11 окт. 1980 г.: Крат.
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излож.] // Экономика и мат. методы. — 1981. — Т. 17,
№ 4. — С. 812.

[Разработка общетранспортной методики определения
эффективности капитальных вложений: Выступление
на 1 Всесоюз. семинаре «Пробл. функционирования и
развития произв. инфраструктуры», Лобня, апр.
1981 г.: Крат. излож.] // Вопр. экономики. — 1981.
— № 9. — С. 152.

[Цена и экономическая оценка ресурсов: Докл. на 6
сов.-амер. симпоз. экономистов, Алма-Ата, 8–11 июля
1981 г.: Крат. излож.] // Вопр. экономики. — 1981. —
№ 9. — С. 155.

Matematinial metodai ir ekonomika // Mokslas ir Technika.
— 1981. — No. 9. — P. 6–7.

1982
Functional Analysis. — 2nd ed. — Oxford and New York:
Pergamon Press, 1982. — 589 p. — With Akilov G. P.

Влияние превращаемости фондов и физического износа
оборудования на экономическое развитие // Математи-
ческие модели и статистический анализ научно-техни-
ческого прогресса. — М., 1982. — С. 11–18. — (ВНИИ-
СИ. Сб. тр.; Вып. 8). — Соавт.: Жиянов В. И.

О некоторых дискуссионных проблемах оценки
эффективности капитальных вложений на транспорте
// Определение эффективности капитальных вложений
на транспорте. — М., 1982. — С. 51–67. — (ВНИИСИ.
Сб. тр.; Вып. 8а). — Соавт.: Лившиц В. Н., Васильева
Е. М., Фролова М. П.

О некоторых направлениях исследований в математи-
ческой экономике // Итоги науки и техники. — М.,
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1982. — С. 3–21. — (Сер. Соврем. пробл. матема-
тики; Т. 19). — Соавт.: КатышевП.К., КирутаА.Я.,
ПолтеровичВ.М.

То же на англ. яз.: Some research directions in mathe-
matical economics // J. Soviet Mathematics. — 1984. —
Vol. 26, No. 4. — P. 1935–1949. — With Katyshev P. K.,
Kiruta A. Ya., and Polterovich V. M.

Автобиография Леонида Витальевича Канторовича //
Оптимизация:Сб. тр. [Ин-та математики СО АН СССР].
— Новосибирск, 1982. — Вып. 28. — С. 50–57.

Математические методы и экономика // Развитие эконо-
мико-математических методов и их использование в под-
готовке специалистов по экономической кибернетике:
Материалы учеб.-метод, конф., Таллинн, 8–11 окт.
1980 г. — Тарту, 1982. — С. 13–19.

Математическая экономика // Математическая энцик-
лопедия. — М., 1982. — Т. 3. — С. 584–591. — Соавт.:
Макаров В. Л.

Транспортный фактор и тарифы в снижении ресурсо-
емкости и рациональном размещении производства //
Роль цен и стандартов в ускорении научно-технического
прогресса, улучшении качества продукции и снижении
ее ресурсоемкости: (Тез. докл. и выступлений на Все-
союз. конф., Москва, 19–20 окт. 1982 г.). — М., 1982. —
С. 11–13.

[Выступление в прениях на конференции Международ-
ной экономической ассоциации по актуальным транс-
портным проблемам, Москва, окт. 1979 г.: Излож.] //
Транспорт на дальние расстояния: Материалы конф. —
М., 1982. — С. 173–174.

[Выступление на пленуме Научного совета АН СССР по
комплексной проблеме «Оптимальное планирование и
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управление народным хозяйством»] // Проблемы народ-
но-хозяйственного критерия оптимальности: Материа-
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закона стоимости при социализме . . . . . . . . . . . . . . . . . 1959

на учебно-методической конференции «Развитие эконо-
мико-математических методов и их использование в
подготовке специалистов по экономической киберне-
тике», Таллинн, 8–11 окт. 1980 г. . . . . . . . . . . . . . . . . . 1981

на Ученом совете университета Мартина Лютера в связи
с присуждением степени почетного доктора . . . . . . . . 1989

на Юбилейной сессии Междуведомственного научного
совета по проблемам ценообразования Государствен-
ного комитета цен Совета Министров СССР и Ака-
демии наук СССР, посвященной 60-летию Великой
Октябрьской социалистической революции . . . . . . . . 1978

по докладам Н. П. Федоренко, И. Хэтени, А. Г. Аган-
бегяна, Э. Мэнсфилда и X. Ожака на конференции,
Москва, дек. 1972 г. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1975

[по докладу К.Мотидзуки «Цена стоимости» и система
разрешающих множителей Л. В. Канторовича на 11
Советско-японском симпозиуме ученых-экономистов,
Москва, 28 нояб.–1 дек. 1977 г.] . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1978
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Генерирование столбцов в симплекс-методе . . . . . . . . . . . . . 1985
Глеб Павлович Акилов

(к пятидесятилетию со дня рождения) . . . . . . . . . . . . 1970
Глобальная оценка вклада науки и техники в экономику . 1979
Город в зоне землетрясения . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1970
Григорий Михайлович Фихтенгольц

(к 60-летию со дня рождения) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1948
Григорий Михайлович Фихтенгольц

(к 70-летию со дня рождения) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1958
Григорий Михайлович Фихтенгольц (некролог) . . . . . . . . . 1959
Григорий Яковлевич Лозановский (некролог) . . . . . . . . . . . 1978

Дальнейшее развитие математических методов и перспек-
тивы их применения в планировании и экономике . . 1959

Динамическая модель оптимального планирования . . . . . . 1964
1967

Динамическая модель экономики . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1967
Динамические модели научно-технического прогресса . . . 1975
Динамический подход и третья компонента . . . . . . . . . . . . 1969
Дифференциальные и функциональные уравнения, возни-

кающие в моделях экономической динамики . . . . . . . 1970
Доклад на Научном совете АН СССР по комплексной

проблеме «Единая транспортная система СССР» . . . 1976
Достижения экономической науки — в практику . . . . . . . . . 1974

Единая транспортная . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1985
Еще об исчислении нормы эффективности на основе одно-

продуктовой модели развития народного хозяйства 1970

Заключительное слово [на научном совещании о примене-
нии математических методов в экономических иссле-
дованиях и планировании, 4–8 апр. 1960 г.] . . . . . . . . 1961

Значение себестоимости в механизме хозяйствования . . . . 1977
Значение электронно-вычислительной техники в деле со-

вершенствования ценообразования . . . . . . . . . . . . . . . . 1971
Значение электронно-вычислительной техники для совер-

шенствования ценообразования . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1974

И все же — хозрасчетная фирма изобретений . . . . . . . . . . . 1976
Игр теория . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1958
Избранные сочинения. Математико-экономические работы 2011
Исидор Павлович Натансон (к 50-летию со дня рождения) 1956
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Использование идеи метода Галеркина в методе приведе-
ния к обыкновенным дифференциальным уравнениям 1942

Используя способности каждого . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1968
Исправления к статье Л. В. Канторовича

«Об интегральных операторах» . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1956
Исследование операций . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1962

К общей теории операций в полуупорядоченных прост-
ранствах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1936

К общей теории полуупорядоченных пространств . . . . . . . . 2009
К общей теории приближенных методов анализа . . . . . . . . 1948
К проблеме моментов для конечного интервала . . . . . . . . . 1937
К проблеме оптимизации взаимоотношения общества и

природы . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1976
К работе «Новый метод приближенного интегрирования

дифференциальных уравнений» . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1976
К теории интегралов Стилтьеса — Римана . . . . . . . . . . . . . 1939
Коли наука досягае доскональностi! . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1964
Комплексный подход к реализации массовых вычислений 1974
Конформное отображение круга на односвязную область 1937
Краткий очерк научной, научно-организационной, педа-

гогической и общественной деятельности академика
С. Л. Соболева . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1969

Линейное программирование . . . . . . . . . . . . . . . 1958, 1959, 1971
Марк Александрович Красносельский
(к шестидесятилетию со дня рождения) . . . . . . . . . . . . . . 1981

Математика в современной школе . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1979
Математика в экономике . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1967
Математика в экономике:

достижения, трудности, перспективы . . . 1965, 1976, 1977
Математика и экономика . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1965
Математика и экономика — взаимопроникновение наук . . 1977
Математика нужна всем . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1969
Математико-экономический анализ плановых решений . . 1970
Математико-экономический анализ плановых решений и

экономические условия их реализации . . . . . . . . . . . . 1971
Математическая экономика . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1982
Математические методы — в народное хозяйство . . . . . . . . 1969
Математические методы в решении хозяйственных задач 1966

1967
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Математические методы в управлении экономикой . . . . . . . 1976
1980

Математические методы в экономике . . . . . . . . . . . . . 1975, 1976
Математические методы и экономика . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1982
Математические методы оптимальной загрузки прокат-

ных станов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1966
Математические методы организации и планирования

производства . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1939, 1959
Математические методы — экономике . . . . . . . . . . . . . . . . . 1975
Математические модели в проблемах ценообразования . . . 1981
Математические оптимальные модели в планировании

развития отрасли и в технической политике . . . . . . . 1966
1967

Математические проблемы оптимального планирования . 1965
1966

Математические проблемы расчета и анализа оптималь-
ных динамических моделей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1965

Математические системы и моделирование . . . . . . . . . . . . . 1983
Математическое оптимальное программирование в эконо-

мике . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1968
Математическое программирование . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1971
Методические основы отраслевой оптимизации . . . . . . . . . 1980
[Методологические проблемы оценки эффективности

принципиально новой техники] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1983
Методы оптимизации и математические модели экономи-

ки . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1970
Методы приближенного решения уравнений в частных

производных . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1936
[Модели роста и их применение в долгосрочном планиро-

вании] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1973
Модели роста и их применение в долгосрочном планиро-

вании и прогнозировании . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1975
Модели роста управляемой экономики . . . . . . . . . . . . . . . . . 1970
Модель оптимальной замены оборудования в условиях

стационарной неравномерной нагрузки . . . . . . . . . . . . 1966
Мой путь в науке . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1938, 1987
Мысли и соображения по тарифам . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1987

На основе математических методов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1965
Насущные проблемы транспорта . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1978
Научно-технический прогресс и экономическая наука . . . . 1977
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Научно-технический прогресс — экономические проблемы 1985
Некоторые вопросы системного анализа взаимосвязей тра-

нспортного и топливно-энергетического комплексов . 1980
Некоторые вопросы совершенствования механизма взаи-

модействия транспорта с другими отраслями народ-
ного хозяйства . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1987

Некоторые дальнейшие применения метода Ньютона для
функциональных уравнений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1957

Некоторые дальнейшие применения принципа мажорант . 1951
Некоторые замечания о методе Ритца . . . . . . . . . . . . . . . . . 1941
Некоторые исправления к моей статье «О конформном

отображении» . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1934
Некоторые предложения по совершенствованию методики

формирования автомобильных грузовых тарифов
(май 1985 г.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1987

Некоторые соображения по расстановке минных полей в
связи с подсчетом вероятностей поражения . . . . . . . . 1944

Некоторые теоремы о линейных функционалах . . . . . . . . . 1934
Некоторые теоремы о полуупорядоченных пространствах

общего вида . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1936
Некоторые теоремы о сходимости почти везде . . . . . . . . . . 1937
Некоторые теоретические вопросы построения системы

пассажирских тарифов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1969, 1987
Некоторые частные методы расширения пространства

Гильберта . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1935
Некоторые экономические проблемы реализации Продо-

вольственной программы СССР . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1984
Необходим высокий уровень экономического анализа . . . . 1980
Несколько замечаний о приближении к функциям посред-

ством полиномов с целыми коэффициентами . . . . . . . 1931
Новое исследование по теоретическим основам оптималь-

ного планирования . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1974

О вкладе А. Г. Пинскера в теорию полуупорядоченных
пространств и векторную оптимизацию . . . . . . . . . . . 1986

О возможности повышения производительности универ-
сальных ЦВМ при решении экономико-математи-
ческих задач . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1969

О дифференциальных уравнениях вида x′′=f(x) . . . . . . . . 1949
О конформном отображении . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1933
О конформном отображении многосвязных областей . . . . 1934
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О конформном отображении областей . . . . . . . . . . . . . . . . . 1936
О математической подготовке экономистов и инженеров-эко-

номистов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1966, 1971
О математической символике, удобной при вычислении на

машинах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1956
О математическом обеспечении АСУ «Металл» . . . . . . . . . 1972
О методах анализа некоторых экстремальных планово-

производственных задач . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1957
О методе наискорейшего спуска . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1947
О методе Ньютона . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1949
О методе Ньютона для функциональных уравнений . . . . . 1948
О направлениях совершенствования хозяйственного меха-

низма на транспорте . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1983
О некоторых дискуссионных проблемах оценки эффек-

тивности капитальных вложений на транспорте . . . . 1982
О некоторых классах линейных операций . . . . . . . . . . . . . . 1936
О некоторых математических проблемах экономики про-

мышленности, сельского хозяйства и транспорта . . . 1939
1989

О некоторых методах построения функции, совершающей
конформное отображение . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1933

О некоторых методах приближенного решения уравнений
в частных производных . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1936

О некоторых направлениях исследований в математичес-
кой экономике . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1982

О некоторых новых подходах к вычислительным методам
и обработке наблюдений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1962

О некоторых новых приемах вычислений на табуляторе,
связанных с использованием двоичных разложений
чисел . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1948

О некоторых общих методах расширения пространства
Гильберта . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1935

О некоторых разложениях по полиномам в форме
С. Н. Бернштейна: I, II . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1930

О некоторых функциональных уравнениях, возникающих
при анализе однопродуктовой экономической модели 1959

О перемещении масс . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1942, 2004
О полуупорядоченных линейных пространствах и их при-

менениях в теории линейных операций . . . . . . . . . . . . 1935
О полуупорядоченных пространствах . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1937
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О последовательностях линейных операций . . . . . . . . . . . . 1937
О приближенном вычислении некоторых типов определен-

ных интегралов и других применениях метода выде-
ления особенностей . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1934

[О применении вычислительной машинной техники в
экономике и планировании] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1961

О применении современных математических методов при
определении экономической эффективности капи-
тальных вложений . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1958

1959
О проведении численных и аналитических вычислений на

машинах с программным управлением . . . . . . . . . . . . 1957
О продолжении семейств линейных функционалов . . . . . . 1935
О проективных множествах . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1930
О путях дальнейшего совершенствования ценообразова-

ния . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1968
[О развитии и современных задачах экономико-математи-

ческих методов] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1966
[О развитии математических методов решения экономи-

ческих задач учеными Сибирского отделения АН
СССР] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1962

[О результатах применения математических методов в
экономике] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1983

О совершенствовании методики оценки народно-хозяйст-
венной эффективности новой техники . . . . . . . . . . . . . 1978

О состоянии и задачах экономической науки . . . . . . . . . . . 1990
О сходимости вариационных процессов . . . . . . . . . . . . . . . . 1941
О сходимости метода приведения к обыкновенным диф-

ференциальным уравнениям . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1941
О сходимости последовательности полиномов С. Н. Берн-

штейна за пределами основного интервала . . . . . . . . . 1931
О функциональных уравнениях . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1937
О ценах, тарифах и эффективности экономики . . . . . . . . . 1971
[Об актуальных проблемах применения математических

методов в экономике] . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1982
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Las matemáticas en la economia:

logros, dificultades, perspectivas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1978

Mark Aleksandrovich Krasnosel′skĭı (on his sixtieth birthday) 1981
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